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CHƯƠNG VII 
CỰC ĐẠI VÀ CỤC TIỀU 


MỞ ĐẦU 


Một đoạn của đường thẳng xác định con đường ngắn 
nhất giữa hai điềm mút của nó. Cung của đường tròn 
lớn chính là đường conøg ngắn nhất nối hai điềm trên 
mặt cầu. Trong tất cả các đường cong phẳng, kin có 
cùng một độ dài thì đường tròn sẽ giới hạn một diện 
tích lớn nhất, Trong các mặt cong kín có cùng một 
diện tích thì mặt cầu giới hạn một thể tích lớn nhất, 
Các nhà toán học Hylạp đã biết những tính chất cựe 
đại và cực tiều tương tự. Một trong những phát minh 
tuyệt diệu nhất về vấn đề đó đã được ghi tên /êrôn, 
nhà bác học Alêxănđri của thế kỷ I. Từ lâu người ta đã 
biết rằng, mệt tỉa sáng xuất phát từ điềm P đến gặp 
một gương phẳng L tại điềm R, sẽ bị phản xạ lại theo 
một hướng RQ nào đó sao cho PR và QR tạo với gương 
những góc bằng nhau. Theo truyền thuyết, Hêrôn đã 
xác nhận rằng, nếu R' là một điềm tùy ý của gương 
khác với R, thì tồng các đoạn PR'-- R'°Q lớn hơn 
PR + RQ. Định lý này (ta sẽ chứng mỉnh ngay sau đây) 
khẳng định con đường thật của tia sáng PRQ giữa P 
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và Q là con đường ngắn nhất từ P đến Q có dập vào 
gương L, đã là một phát minh có thể xem như mầm 
mống của lý thuyết quang hình. 

Không lấy gì làm lạ rằng các nhà toán học đã chú Ý 
rất nhiệt tình đến các vàn đề tương tự. [rong cuộc 
sống hàng ngày luôn luôn nảy ra bài toán lớn nhất và 
nhỏ nhất, tốt nhất và xấu nhất. Nhiều bài toản có ý 
nghĩa thực tiễn dược đặt ra dưới hình thức như vậy. 
Chẳng hạn, hình dạng của đáy tàu phải thế nào đề nó 
chịu sức cần nhỏ nhất khi chuyền động dườởi nước? 
Hệ thức giữa các kích thước của một bình chứa hình 
trụ như thể nào để có thê tích lớn nhất với chỉ phí vật 
liệu cho trước ? 

Lý thuyết tồng quát về cực trị, — tức là lý thuyết 
cực đại và cực tiều — phát sinh từ thế kỷ XVII đã nêu 
ra một loạt rất phong phú các nguyên lý của khoa học 
phục vụ cho các mục tiêu khải quát hóa và hệ thống 
hóa. Những bước đầu tiên do Fecma thực hiện trong 
phạm vi phép tính vi phân đã thúc dầy nhanh sự cố 
gắng tìm ra những phương pháp chung đề nghiên cứu 
các vấn đề về cực đại và cực tiêu. Những phương pháp 
này đã được Đồ sung thêm rất nhiều trong thế kỷ tiếp 
sau cùng với sự sáng tạo ra phép tính biến phân. 

Ngày càng trở nên rõ ràng là, các định luật vật lý 
của tự nhiên được diễn đạt khá tốt bằng các thuật ngữ 
của nguyên lý tối thiêu, đảm bảo một cách xử lý tự 
nhiên dõi với lời giải tương đối đầy đủ của các bài 
toán riêng. Một trong những thành tựu đặc biệt nhất 
của toán học hiện đại là lý thuyết các giá trị dừng, dẫn 
đến một kiều mở rộng khái niệm cực đại và cực tiểu, 
đồng thời dựa trên cơ sở của giải tích và tôpô. 

Ta hãy xét toàn bộ vấn đề với quan điềm hoàn toàn 
SƠ CẤD. 
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§ 1. CÁC BÀI TOÁN TRONG PHẠM VI HỈNH HỌC SƠ CẤP 


1. Tam giác có hai cạnh cho trước; có điện tích lớn 
nhát, Cho hai đoạn a và b. Phải tìm một tam giác diện 
tích lớn nhất có thể được, cỏ hai cạnh a và b. Lời đáp 
là một fam giác 0uông có các cạnh góc vuông a và b, 
Thực vậy, ta xét một tam giác bất kỳ có cạnh a và b 
(H. 176). Nếu h là chiều cao và cạnh đảy tương ứng là 


a thì diện tích A của tam giác bằng ah. Biều thức 


này, tất nhiên sẽ nhận giá trị lớn nhất khi giá trị h lớn 
nhất, điều này xảy ra khi h = b, tức là, khi tam giác 


là vuông. Vậy điện tích cực đại là —-nb. 


2. Định lý Herón. Tính chất cực trị của các tỉa sáng. 
Cho một đường thẳng L và hai điềm P và Q ở một phía 
của nó, Phải chọn diềm R trên đường thẳng L như 
thế nào để cho tồng các đoạn PR + RQ là con đường 
ngắn nhất từ P đến Q cỏ ghé qua L2? Đó là bài toán 
của Hêrôn về tia sáng. Nếu người nào muốn đi bằng 
eon đường ngắn nhất tử P đến Q có ghé qua L thì 
cũng phải giải bài toán như vậy * (hãy tưởng tượng L 
là bờ sông mà ta phải lấy nước ở đấy). Muốn giải được 
bài toán, ta về điềm P' đối xứng với điểm P qua đường 
thẳng L. Đường thẳng P°Q cắt L tại điềm R phải tìm. 
Dễ chứng minh rằng PR + PQ nhỏ hơn PR' + R'Q, 
trong đó H' là một điềm bất kỳ ở trên L khác với điềm R. 
Thực vậy: PR = P'R và PIR' = P'R, tức là PR-- RQ = 
= P'R + RQ—=P?Q và PR' -_ R?Q—P'R + R'Q. Nhưng 
P°R' -+ R'Q lớn hơn P°Q (vì tồng hai cạnh của tam giác 
lớn hơn cạnh thử ba), tức là PQ'-+_RQ lớn hơn 
PR -}- RQ và điều đòi hồi đã được chứng minh. Ta giả 
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thiết là P và Q không nằm trên đường thẳng L. Trên 


H. 177 ta thấy 3= 2 và 2 = 1) tức là Í`=“ầ, Nói 
cách khác, R là một điềm sao cho PR và RQ tạo với 
L những góc bằng nhau, Suy ra rằng một tia sáng sau 
khi phẩn xạ từ L đã thực hiện một đường đi tối thiều 
từ P đến Q (thực nghiệm đã chứng tỏ khi phản xạ, 
góc tới bằng góc phản xạ) — phù hợp với khẳng định 
vừa nêu ở trên, 





ai 
" 
= 


9 
: 'ƯẾT. sĩ 
Ø t „“ ` ă 
co 2292ˆ 
H.176. Cực đại của T45 
diện tích tam giác v 
có hai cạnh cho trước H. 177. Định lý Hêrôn 


Có thề mở rộng bài toán nếu đưa vào một số đường 
thẳng L,M ... Chẳng hạn, ta xét trường hợp hai đường 
thẳng L,M và hai điềm P/Q có vị trí như trên H. 178 
và tìm con đường ngắn nhất từ điểm P đến Q đập vào 
L, sau đó đập vào M. 





H. 176, Phản rạợ qua hai gương 
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Giả thử Q° là ảnh của Q qua M và Q*' là ảnh của Q'" 
qua L, Ta về đường thẳng PQ” cát L ở điềm R, và vẽ 
đường thẳng DQ' cắt M ở điềm S: khi đó PR-L RS-+ SQ 
là con đường ngắn nhất phải tìm. Việc chứng minh là 
tương tự như trên, đề nghị bạn đọc tự thực hiện đề 
luyện tập. Nếu L và Mà những tấm gương thì một 
tia sáng đi từ P phản xạ qua Lở điềm R, qua M ở 
điềm § rồi đi tới Q; tia sáng đó đã chọn con đường 
só độ dài ngắn nhất. 

Cũng có thể nêu ra bài toán tìm con đường ngắn 
nhất từ P đến Q có ghé qua M, sau đó qua L. Con 
đường phải đi sẽ là PRSQ (H. 179) tương tự như con 
đường PRSQ đã xét ở trên. Độ dài con đường mới có 
thề lớn hơn, nhỗ hơn hoặc bằng con đường trên, 





* 
9 
$9 
9 
` \ 
+ 
\ 


` 
` 


$9 
s 
H. 179. Một đạng của bài toán trên. 


3. Ấp dụng vào các bài toán về tam giác Nhờ định lý 


Hê@rôn có thể giải hai bài toán sau đây dễ dàng: 

a) Cho trước điện tích A và một cạnh c = PQ của 
tam giác. Trong số những tam giác như vậy, tìm một 
tam giác có tồng hai cạnh kia a và b nhỏ nhất. Đáng 
lễ cho trước cạnh c và diện tích À của tam giác, có 
thề cho trước cạnh cvà chiều cao h thuộc ©, bởi vì 
A = 1/2 he. Bởi thế, bài toán qui về tìm điểm R (H.í80) 
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cách đường thẳng 
PQ một khoảng h 
mà tông các cạnh 
a +b là sực tiều, 
Từ giả thiết dầu tiên 
suy ra điềm H phải 
nằm trên đường 
thẳng song song với 
H.180. Tam giác có chu vi nhỏ nhất đường thẳng PQ và 
với đáy và diện tích cho trước + ẳ 
cách nó một khoảng 


h. Nếu vậy thì rõ ràng bài toán sẽ được giải nhờ 
định lý Hêerôn áp dụng cho trường hợp P và Q cách 
đều đường thẳng L: tam giác PRQ phải tìm là tam 
giác cân. 

b) Cho trước một cạnh ec và tồng a-†-b của hai cạnh 
kia, tìm tam giác có diện tích lớn nhất. Bài toán này 
ngược với bài toán a)— Lời giải vẫn là tam giác cân 
a =b. Như đã biết, đối với một tam giác như thế thì 
với diện tích cho trước, tồng a + b sẽ có giá trị nhỏ 
nhất. Điều đó có nghĩa là đối với mọi tam giác khác 
©có đáy c và có cùng diện tích thì tồng a-E b sẽ có giá 
trị lớn hơn. Mặt khác, từ a) thấy rõ rằng trong mọi 
tam giác có đáy c và có điện tích lớn hơn diện tích 
của tam giác cản đã xét thì a-}+ bcũng sẽ lớn hơn. 
uy ra mọi tam giác khác có a-Eb và c cho trước 
phải có điện tích nhỏ, tức là với c và a + b cho trước 
thì chính tam giác càn là tam giác có diện tích lớn 
nhất. 


4. Tính chất của tiếp tuyến với elip và hypebol. Các 
tính chất cực trị tương ứng. Một số bài toán hình 
học quan trọng có liên hệ với định lý Hêerôn, Ta đã 
chứng mình rằng nếu R là một điềm trên đường thẳng 
L sao cho PR + RQ trở nên cực tiều thì các đường 
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thẳng RP và RQ tạo thành 
với L các góc bằng nhau. 
Ký hiệu giá trị nhỏ nhất của 
PR+RQ là 2a. Hơn nữa, 
giả thử p và q là khoảng 
cách từ một điềm tùy ý của 
mặt phẳng theo thứ tự tới 
H.18f, Tinh chất của tiếp các điềm P và Q, ta xét quÏ 
tuyến với elip tích các điềm của mặt phẳng 
mà p -+- q = 2a. Quï tích 
này là một elip với các tiêu điềm P và Q, đi qua một 
điềm R trên đường thẳng L, trong đó L là đường tiếp 
xúc oới clip đó ở điềm R. Thực vậy, nếu đường thẳng 
L còn cắt elip ở một điềm nào đó khác R thì, có một 
đoạn của đường thẳng L nằm ở trong elip, đối với 
mỗi điềm của đoạn này thì p+q nhỏ hơn 2a. Thực 
thế, dễ dàng chứng tỏ rằng p-Lq nhỏ hơn hoặc lớn 
hơn 2a tùy theo điềm nằm bên trong hoặc bên ngoài. 
elip. Nhưng, vì ta biết, đối với các điềm trên đường. 
thẳng L tất phải có p-q >2a, cho nên giả thiết đã 
nêu phải bỏ đi. Vậy đường thẳng L tiếp xúc với elip 
tại R. Ngoài ra, biết PR và PQ tạo với L những. 
góc bằng nhau, ta còn suy ra được một định lý quan 
trọng xem như là kết quả gián tiếp của lập luận của 
chúng ta: tiếp tuyến với elip tạo những góc bằng 
nhau với các đường 
thẳng nối tiếp điềm với 
hai tiêu diềm. 

Bài toán sau đây là 
gần gũi với bài toán 
trước. Cho một đường 
thẳng L và bai điềm P 
và Q ở hai phía của L 
(II. 182), cần tìm mộê 
điểm lằ trên L sao H.182. | PRT— QR | lớn nhất 
Q 
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cho/p —q/, tức là giá trị tuyệt đối của hiệu các khoảng 
cách từ R đến P và Q lớn nhất (giả thiết L không phải 
là đường vuông góc vạch từ trung điềm của đoạn PQ; 
nếu không thế thì p—q bằng 0 với mọi điềm của L. và 
bài toán sẽ mất ý nghĩa). ĐỀ giải bài toán, ta về điềm 
đối xứng của P đối với L; điềm P' thu được nằm ở 
cùng một phía của L. với Q. Dù R' là điềm ở đâu trên L, 
ta cũng có: p—=R'ÐP =R'P'; q—=R'Q. Vì hiệu hai cạnh 
của tam giác không vượt quá cạnh thử ba cho nên, 
khi xét tam giác R'\QP', có thể nhận thấy đại lượng 
/p —q/=,/R'P' — R'Q/ nhỏ hơn hoặc bằng P'Q; trên 
hình vẽ, ta thấy /p — q/ chỉ bằng P°ˆQ khi R', P' và Q 
thẳng hàng. Hởi vậy, điềm R phải tìm là giao điềm của 
đường thẳng L với đường thẳng đi qua P' và Q. Cũng 
như trong bài toán trước, dựa vào sự bằng nhau của 
các tam giác RPR' và RP'R' dễ dàng chứng minh dược 
các góc tạo bởi đường thẳng L với các đoạn RP và RQ 
là bằng nhau. 


Cũng như bài toán trước, từ đó suy ra rất đễ dàng 
tính chất tiếp tuyến của hypebol. Thừa nhận giá trị lớn 
nhất của hiệu /PR — RQ/ bằng 2a, ta xét quï tích những 
điềm trong mặt phẳng sao cho giá trị tuyệt đối của 
P—q bằng 2a. Đó là một hypebol với các tiêu điềm 
P xà Q, đi qua điềm R. Dễ thấy rằng giá trị tuyệt đối 
của (p — q) nhỏ hơn 2a ở trong miền bao hàm giữa 
hai nhánh của hypebol, và lớn hơn 2a ở phia cỏ tiêu, 
điềm của mỗi nhánh tương ứng. Từ đó — về cơ bản 
cũng dựa vào những lý lễ giống như trong trường hợp 
elip — suy ra đường thẳng L tiếp xúc với hypebol ở 
điềm H, Tiếp xúc với nhánh nào là tùy theo điềm nào 
trong hai điềm P và Q gần L hơn. Nếu điềm P gần hơp 
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thì đường thẳng L. sẽ tiếp 
xúc với nhánh bao điềm 
. Tương trr như thế đối 
với điểm Q (H. 183). 
Nếu P và Q cách đều 
đường thẳng L thì L 
không tiếp xúc với 
nhánh nào của hypeboÌ „, 1s3. Tính chất của tiếp tuyến 
ca mà sẽ là một trong với hypebol: 

các đường tiệm cận của | | 

nó. Có thê đoán nhận được kết quả này nếu xuất phát từ 
sự kiện là trong trường hợp đang xét thì phép dựng đã 
mô tả ở trên không cho một điềm H (hữu hạn) nào ca, 
bởi vì đường thẳng P'Q song song với đường thẳng L« 

Cũng như trong trường hợp elip, lập luận của ta dân 
đến một định lý quen biết: tiếp tuyến tại một điềm của 
hypebol sẽ chia đôi góc giữa các đoạn vẽ tử các tiêu 
điềm đến tiếp điềm. 

Có thể lấy làm lạ khi thấy nếu các điềm P và Q nắm 
ở một phia của đường thẳng L thì ta có bài toán về 
cực tiểu; trong khi đó, rếu các điềm ấy nằm ở hai 
phía khác nhau của L, ta lại có bài toán cực đại. 
Nhưng cũng dễ thấy rằng sự khác biệt ấy là hoàn toản 
tự nhiên. Trong bài toán thử nhất, khi đi ra xa vỏ tận 
theo đường thẳng L về phia này hay về phía khác thì 
mỗi khoảng cách p và q và tông của chúng sẽ tăng vô 
hạn. Hởi thế không thể tìm giá trị lớn nhất của p + q 
mà chỉ có khả năng là bài toán sẽ cực tiều. Sự việc sẽ 
xảy ra hoàn toàn ngược lại trong bài toán thứ hai, khí 
P và Q nằm ở hai phia của đường thẳng L. Trong 
trường hợp này ta không được nhầm lẫn ba đại lượng 
khác nhau: hiệu p — q, hiệu q — p vả giá trị tuyệt. 
đối |p — q|. Ta sẽ xác định cực đại cho đại lượng 
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sau cùng này, Nếu hình đung một điềm R chuyền động 
theo đường thẳng L có những vị trí khác nhau R,, Ra; 
R¿... thì sẽ đễ hiểu sự việc. Có một vị trí R nào đó mà 
hiệu p — q triệt tiêu, khi đó đường thẳng L. sẽ cắt 
đường vuông góc với PQ về từ trung điềm của nó. Hồ 
ràng tại vị trí đó, điểm R cho cực tiều đối với giá trị 
tuyệt đối của hiệu p — q. Nhưng, ở về một phía của 
điềm đó thì p lớn hơn q, về phía kia thì nhỏ hơn, 
nghĩa là, đại lượng p — q dương về một phía của điểm 
Yà âm về phía kia. Cho nên, bản thân đại lượng này 
không có cực đại và 
cực tiêu tại điềm mà 
ở đó/ p—q/= 0. Mặt 
khác, tại điểm mà 
/p—q/ cực đại, chắc 
hẳn sẽ cho cực trị của 
hiệu p — q. Nếu p >q 
thì có cực đại cho p—d ; 
nếu q > p thì có cực 
đại cho q — p, tức là 
cực tiều cho p — q. Có 
hay không có cực đại hoặc cực tiêu cho p — q là tùy 
ở vị trí của hai điềm đã cho đối với đường thẳng L. 
Như ta đã thấy trong trường hợp P và Q cách đều L¿ 
hoàn toàn không có lời giải của bài toán cực đại bởi 
vì đường thẳng P°Q (xem H.182) song song với L. Khi 
R ra xa vô tận theo hướng này hoặc hưởng khác /hì 
đại lượng /p — q/ sẽ dần tởi một giới hạn hữu hạn, 
Giời hạn này không có gì khác với độ dài s của hình 
chiến của đoạn PQ trên đường thẳng L (bạn đọc có 
thể chứng minh đề luyện tập). Đại lượng /p — q/ trong 
trường hợp này bao giờ cũng nhỏ hơn giới hạn s và sẽ 
không cỏ cực đại, bởi vì dù điềm R cho trước như thế 





H.184. Các khoảng cách cực tri đến 
các điềm của đường cong. 


12 


http://tieulun.hopto.org 


nào, bao giờ cũng có thể chỉ ra một điềm khác ở xa 
hơn, mà tại đó /p — q/ sẽ lớn hơn song vẫn không _ 
bằng s. 

*5. Khoảng cách cực trị từ một điềm đến một đường 
cong cho trước. Ta sẽ bắt đầu bằng việc xác định 
khoảng cách lớn nhất và nhỗ nhất từ một điềm P cho 
trước đến các điềm của một đường cong Ö cho trước. 
Đề đơn giản, ta giả thiết rằng C là một đường cong 
kín đơn giản có tiếp tuyến ở khắp nơi (H. 184). Ở đây, 
khái niệm tiếp tuyến với đường cong được thừa nhận 
trên cơ sở trực giác sẽ được phân tích trong chương 
sau. Câu trả lời rất đơn giản: nếu tại một điềm R nào 
đó trên C, khoảng cách PR đạt cực đại hoặc cực tiều, 
thì đường thẳng PR tất phải vuông góc với tiếp tuyến 
của € tại điềm R. Nói gọn hơn, đường thẳng PR vuông 
góc với C. Chứng minh rút ra từ tỉnh hình sau: một 
đường tròn tâm P đi qua R phải tiếp xúc vởi đường cong 
C. Thực vậy; nếu R là một điềm của khoảng cách nhỏ 
nhất thì C phải hoàn toàn nẫm ngoài hình tròn, vì thế 
không thề cắt nó một lần nữa tại điềm R (điều này 
được suy ra tử một sự kiện hiền nhiên là, khoảng 
cách từ 1 điềm nào đó đối với P sẽ nhỏ hơn PR nếu 
điềm đó ở trong hình tròn và lớn hơn PR nếu điềm đó 
ở ngoài hình tròn). Vậy đường tròn và đường cong 
tiếp xúc nhau tại R và tiếp tuyến của chúng tại điềm 
đó là một. Còn phải lưu ý thêm rằng đoạn PR là bán 
- kính của đường tròn và vuông góc với tiếp tuyến của 
đường tròn tại điềm R, đo đó nó cũng vuông góc với 
đường cong C tại điềm này. 

Mệnh đề sau đây có liên hệ chặt chể với mệnh đề 
trước mà chúng tôi dành cho bạn đọc tự chứng minh: 
đường kinh của một đường cong kín © (tức là đây cung 
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lớn nhất của nó) phải vuông góc với C ở cả hai mút- 
Có thềŸohát biều và chứng minh một khẳng định tương 
tự như vậy cho trường hợp ba chiều. 

Có thẻ mở rộng các bài toán đề cập đến tồng và hiệu 
của các khoảng cách ở mục 4. Thay cho đường thẳng 
L, ta xét một đường cong kín đơn giản Ê có tiếp tuyến 
tại mọi điềm và hai điềm P và Q không nằm trên ÉŒ, 
Ta sẽ tìm những điềm trên đường cong © mà tông p+~-q 
hoặc hiệu p — q có cực trị (trong đó p và q theo thử 
tự là các khoảng cách từ một điềm biến thiên trên 
C© đến các điềm P và Q). Bây giờ ta không áp dụng 
được phép dựng dựa vào phép đối xửng trục đơn giản 
mà nhờ đó ta đã giải được hai bài toán trước (trong 
trường hợp € là một đường thẳng). Song ta có thề dùng 
các tính chất của elip và hypebol đề đạt được mục đích 
đề ra ở đây. Vì C là một đường cong kín mà không là: 
một đường thẳng ra xa vô tận cho nên trên nó thực sự 
thực hiện được cực đại và cực tiều. Thực vậy, các đại 
lượng p -+ q và p — q sẽ đạt được cả giá trị lớn nhất 
và nhỏ nhất trên mọi đoạn hữu hạn của đường cong, 
.. đo đó trên toàn bộ đường cong kín. 

Dừng lại ở trường hợp tông p -+L- q, ta giả thiết R là 
một điềm trên C mà ở đó có cực đại. Giả thử 2a là giá 
trị của p -+- q tại điềm đó. Ta xét một elip (với các tiêu 
điềm P và Q) là quï tích của những điềm mà p-†+-q =2a. 
Elip này phải tiếp xúc với đường cong C tại điểm R 
(đề nghị bạn đọc chứng minh đề luyện tập). Nhưng, 
các đoạn PR và QR tạo với elip những góc bằng nhau 
tại R. 

Vì elip tiếp xúc với đường cong C tại diềm R cho 
nên các đoạn PR và QR cũng tạo thành những góc 
bằng nhau với € tại điềm này. Một lập luận hoàn toàn 
tương tự sẽ dẫn ta tới cùng một kết luận trong trường 
hợp tông p + q đạt cực tiều tại điểm H. 
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H. 15. Cực đại và cực Hình 166. Cực tiều cỗa 
tiều của tồng PR + QR. hiệu PR — QR. 


Vậy, ta đi đến định lý: Cho một đưởng cong kín C oử: 
hai điềm P oà Q ở ngoài nó. Tại mỗi điềm R mà tồng 
p+q đại giá trị lớn nhất hoặc nhỏ nhất trên đường 
cong €, các đoạn PR uà QñR sẽ tạo thành những góc bằng 
nhau uới đường cong € (tức là với tiếp tuyến của nó), 

Nếu điểm P ở bên trong C, còn điềm Q ở ngoài C 
thì định lý còn đúng với những điềm tại đó p + q đạt. 
giá trị lớn nhất, nhưng mất ý nghĩa đối với điềm tại. 
đỏ q--p đạt giá trị nhỏ nhất, bởi vì elip suy biến: 
thành một đoạn thẳng. 

Bằng cách lập luận tương tự (dùng tỉnh chất hypebol 
thay cho tính chất elip), bạn đọc có thể chứng minh: 
định lý sau đây: Cho một đưởng cong kín C oà hai điềm 
P bà Q— mội điềm ở trong, một điềm ở ngoàj €. Tợi 
mỗi điềm R trên C mà hiệu p — q nhận giá trị lớn nhất 
hoặc nhỏ nhất, các đoạn Ph oà QR tạo thành những góc 
bằng nhau uới đường cong C. Nhưng đồng thời phải 
lưu ÿỷ có sự khác nhau quan trọng giữa trường hợp 
là đường thẳng và trường hợp Clà đường cong kin; 
trong trường hợp thứ nhất ta phải tìm cực đại của giá 
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trị tuyệt đối của hiệu, tức là cực đại của /p— q/ nhưng 
trong trường hợp thứ hai bản thân hiệu p—q Xứ được 
cả giá trị lớn nhất và nhỏ nhất, 


§2. NGUYÊN TẮC TÔNG QUÁT 
CỦA CÁC BÀI TOÁN CỰC TRỊ 


1. Nguyên tác Các bài toán trên là những trường hợp 
riêng của một bài toán tồng quát nào đó mà điễn đạt 
bằng giải tích thì thuận tiện hơn cả. Trở lại bài toán 
đầu tiên trong số . các bài toán đã xét. Khi đề cập đến 
tồng p -+ q, ta thấy nó bao gồm vấn đề ký hiệu tọa độ 
điềm R là x, y; tọa độ điềm P là xạ, y¡; tọa độ điềm 
Q là x;, ys. Tiếp đến tìm cực trị của hàm: 

f(x,y) =p+q 

trong đỏ p = ( —x¡)®+(y—Y¡)®% q= V(—x¿)t(y—Y)?. 
Hàm số được xét liên tục trên toàn bộ mặt phẳng 
nhưng, điềm R với tọa độ x, y lại nằm trên đường - 
cong C. Ta giả thiết đường cong này được xác định 
bởi phương trình g(x,y) = 0; Chẳng hạn, bởi phương 
đrình x? + y# — 1 = 0 nếu C là đường tròn đơn vị. 

Bây giờ ta xét đến ˆ 
#(„y=ø bài toán tồng quát : 
tìm cực trị của một 
hàm cho trước Ÿ(x,y) 
nếu các biến x và y 
tuân theo điều kiện 
g(x,y) = 0. Ta cố 
gắng xác định lời 
giải của bài toán 
này. Muốn vậy, ta 
xét một họ đường 


H187. hàm trên cong f(x,y) = 0. Ta 
#1... ' hiều chọ» đường 
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cong là một tập hợp tất cả các đường cong xác dịnh 
bởi phương trình đã cho nhưng vời những giá trị khác 
nhau của hãng số c (một giá trị c như vậy là không 
thay đồi với mọi điềm của mỗi đường cong riêng 
biệt). Ta giả thiết mỗi điềm của mặt phẳng, hoặc ít 
nhất của một bộ phận của mặt phẳng có một và chỉ 
một đường cong của họ f(x,y) = c đi qua. Như vậy: 
khi tăng c liên tục, đường cong (x,y) =€ « quét» một 
bộ phận nào đỏ của mặt phẳng, nhưng không «quét» 
điềm nào hai lần (các thí dụ về những họ như thế là 
x” — y?=€C,x--y = ©, x — C). Đặc biệt, một đường 
cong của họ đang xét sẽ di 
qua, một điềm Hạ, tại điềm 
này f(x,y) nhận giá trị lớn 
nhất trên đường cong C và 
một đường cong khác sẽ đi 
qua điềm H¿, tại đó f(x.v) nhận 
giá trị nhỗồ nhất trên CŒ. Giả 
thử giá trị lớn nhất là a, giá 
trị nhỏ nhất là b. Về một phía 
của đường cong f(x,y) = a, 
giá trị f(x,y) nhỏ hơn a, về phía kia thì lớn hơn a. VI 
trên đường cong € ta có bất đẳng thức f(x,y) < a, cho 
nên đường cong € phải hoàn toàn nẫm ở một phía của 
đường cong f(x,y) = a. Suy ra nó tiếp xúc với đường 
cong Í(x,y) = a tại điềm Hạ. Cũng vậy, đường cong C 
tiếp xúc với đường cong f(x,y) = b tại điềm R¿. Vậy, 
định lý tồng quát đã được chứng minh: Nếu tại một 
điềm R trên dường cong C, hàm ƒ(+, J) có cực trị a thị 
đưởng cong Í(+.u) = a tiếp xúc uới đường cong 
tại lì. _ 

2. Các thí dụ Dễ hiều rằng các kết quả tìm được 
trước đây là những trường hợp riêng của định lý tồng 


H.18§. Các elip đồng tiêu 
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quát này, Nếu đề cập đến cực 
trị của tông p + q, thì hàm 
f(x,y) là p -+- q, còn những 
đường cong f(x,y) = c là các 
elip đồng tiêu có các tiêu điềm 
P và Q. Theo định lý tông 
quát, các clip, đi qua những 
điềm của đường cong € mà tại 
đó đạt tởi một cực trị, sẽ tiếp 
H.189. Các hypeboi xúc với đường cong C tại 
đồng tiêu những điềm này, Nếu đề cập 
đến cực trị của hiệu p — q, 
thì hàm f(x,y) là p— q. Lúc đó các đường cong Í(x,y)= € 
là những hypebol đồng tiêu có các tiêu điểm P và 9: 
Trong trường hợp này, các hypebol đi qua một điểm 
tạ đó cực trị đạt tới, sẽ tiếp xúc với đường cong C. 
Sau đây là một thí dụ nữa về loại này. Cho trước đoạn 
thẳng PQ và một đường thẳng 1 không cắt nó, xét xem 
từ điềm nào của đường thẳng ì thì đoạn PQ được nhìn 
dưới một góc lớn nhất? 


Trong bài toán nảy, hàm cần xác định cực đại là góc 
8 mà ta nhìn đoạn PQ tử những điểm trên đường thẳng 
ì. Nếu R là một điểm tùy ý có tọa độ x, y của mặt 
phẳng thì góc mà từ R ta nhÌn đoạn PQ là hàm 0—=Í(%x, y) 
của các biến x, y. Trong hình' học sơ cấp ta đã biết họ 
đường cong 8 = f(x, y) = const (hằng số) gồm các 
đường tròn đi qua P và Q, bởi vì một dây cung của 
đường tròn được nhìn với một góc như nhau từ mọi 
điềm của một cung tròn nẫm về một phía của dây. Từ 
H. 190, nói chung, ta thấy có hai dường tròn thuộc họ 
đang xét tiếp xúc với đường thẳng ]: tâm của chúng 
nằm ở hai phia của đoạn PQ. Một trong các tiếp điềm 
sẽ cho cực đại tuyệt đối của đại lượng 6. Điểm kia chỉ 
là cực đại « tương đối ›, nghĩa là giá trị của 9 tại điềm 
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này lớn hơn các giá trị khác ở trong mọt lân cận nào 
đó của nó. Cực đại lớn hơn (cực đại tuyệt đối) được 
cho -bởi tiếp điềm nằm trong góc nhọn tạo bởi đường 
thẳng 1 và đoạn PQ kéo dài. Cực đại nhỗ được cho bởi 
tiếp điềm nằm trong góc tù tạo bởi những đường thẳng 
đỏ (giao điềm của đường thẳng 1 với đoạn PQ kéo dài 
cho giá trị cực tiều của góc 9, tức 6 = 0). 





1i. 190. Từ điềm nào của đường thẳng † 
thì đoạn PQ được nhìn với góc lớn nhất ? 


Mở rộng bài toán đang xét, ta có thẻ thay đường 
thẳng I bằng một dường cong C tùy ý và tìm điềm R 
trên đường cong C nhìn một đoạn PQ không cắt € một 
góc lớn nhất hoặc nhỏ nhất. Cũng như bài toán trước, 
trong bài toán này đường tròn đi qua P, Q và R phải 
tiếp xúc với đường cong Ê tại R. 


§ 3. CÁC ĐIỀM DỪNG VÀ PHÉP TÍNH VI PHẢN 


1. Các điềm dừng và cực trị, Trong những lập luận 
trước đây, ta hoàn toàn không đùng đến các thủ thuật 
của phép tỉnh vi phân. 

Thậi khó mà không thừa nhận rằng những phương 
pháp sơ cấp của chúng ta lại vừa đơn giản hơn và Lrực 
tiếp hơn các phương pháp giải tích. Nói chung, khi 
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nghiên cứu một vàn đề khoa học nào đỏ ma xuất phát tử 
những đặc điềm của nó thì vẫn tốt hơn là chỉ trông chờ 
ở những-phương pháp chung. Nguyên tắc chung sÈ®Šyiải 
thích đượs ý nghĩa của những qui trình riêng biệt đã 
áp dụng và tất nhiên, bao giờ nỏ cũng giữ vai trò chủ 
đạo. Đó chính là ý nghĩa của phương pháp tính vi phân 
trong việc nghiên cửu các bài toản cực trị. Xu hưởng 
khái quát hóa trong toán học hiện đại chỉ là một mặt 
của sự việc vì những đặc thù của các bài toán đang xét 
và những phương pháp được áp dụng đã tạo ra cái gì 
là thực sự sinh động, không còn nghỉ ngờ trong toản 
học. Trong quá trình phát triền, phép tính vi phân đã 
chịu ảnh hưởng rất nhiều ở những bài toán riêng biệt 
có liên quan đến việc tìm giá trị lớn nhất và nhỏ nhất 
của các đại lượng. Mối liên hệ giữa các bài toán cực 
trị và phép tính vi phân được giải thích như sau. Trong 
chương VII, ta sẽ nghiên cứu đạo hàm f(x) của hàm 
Í(x; và ý nghĩa hình học của nó. Nói vắn tắt, ta sẽ thấy 
đạo hàm F*{x) là độ dốc của tiếp tuyến với đường cong 
Y = Ẩ(x) tại điềm (x, y). Về mặt hình họo thì tất nhiên 
tại mọi điểm cực đại hoặc cực tiểu của đường cong 
trơn y = f(x), tiếp tuyến với đường cong phải nằm 
ngang, tức là độ dốc phải bằng 0. Như vậy với các điềm 
cực trị ta có điều kiện f*x) = 0, 

Muốn thấy được ý nghĩa rõ ràng của sty triệt tiêu của 
đạo hàm Ÿ*(x) ta xét đường cong về trên H.191. Ở đây, tại 
năm điểm A, B, C,D, E, các tiếp tuyến với đường cong 
nằm ngang, ta kỷ hiệu các giá trị tưrơng ứng của f(x) tại 
năm điểm đó là a, b, e,dđ, e. Tại điềm D bàm f(x) đạt giá 
trị lớn nhất (hạn chế ở trong miền biều thị trên hình 
vẽ); tại điềm A nó đạt giá trị nhỏ nhất. Tại điềm B nó có 
cực đại —* với ý nghĩa là giá trị f(x) nhỏ hơn b tại mọi 
điềm trong một (án cận của điềm B, dù rằng cại những 
điểm gần D giá trị của f(x) vẫn có thể lớn hơn b. VÌ 
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lý do đó, ta qui ước nói hàm f(x) có cực đợi tương đồi 
tại điềm 4, trong khi đó tại điềm D nó có cực đại 
tuuệt đổi. Cũng vậy, tại điềm C có cực tiều tương đối; 
tại điểm ÖÐ có cực tiều tuyệt đối, Cuối cùng tại điềm E 





H, 191. Các điềm đừng của hàm 


không có cực đại cũng không có cực tiều, tuy rằng tại 
đó có đẳng thức f'*{x)= 0. Vì thế, điều kiện triệt tiêu 
của đạo hàm f*{zx) là cần nhưng chưa đủ đề một hàm 
trơn f(x) có cực trị. Nói cách khác, tại mọi điềm có 
cực trị (tuyệt đối và tương đối) phải có đẳng thức 
f'{x)= 0 nhưng không phải tại mọi điềm mà f*{x) =0 
đều phải có cực trị. Những điềm mà tại đó đạo hàm 
f*x) triệt tiêu, không kề tại đó có cực trị hay không, 
được gọi là những điềm dừng. Việc phân tích tiếp tục 
sẽ đẫn đến những điều kiện về đạo hàm bậc cao của 
hàm f(x) hoàn toàn đặc trưng cho các điềm cực đại, 
điềm cực tiều và các điềm dừng khác. 

2. Cực đại và cực tiều của các hàm nhiều biến. Các 
điềm yên ngựa. Có những bài toán cực trị không thể 
biều thị bằng khái niệm hàm f(x) một biến, Hài toán 
tìm cực trị của hàm hai biến z = f(x, y) là một thí dụ 
đơn giản nhất thuộc loại này. 
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Bao giờ ta cũng có thề hình dung hàm f(x,y) là chiều 
€ao z của một mặt so với mặt phẳng xsy và ta sẽ thề 
hiện bức tranh đó như một cảnh quan miền núi. Cực 
đại của hàm f(x, y) tương ứng với đỉnh núi, cực tiều 
tương ứng với đảy hồ hoặc thung lũng. Nếu mặt là 
trơn thì, trong cả hai trường hợp mặt phẳng tiếp xúc 
với mặt tại điềm đó phải nằm ngang. Nhưng ngoài 
đỉnh núi và điềm thấp nhất ở đảy hồ hoặc thung lũng, 
có thề có những điềm kbác mà tại đó mặt phẳng tiếp 
xúc là nằm ngang: đó là những điềm yên ngựa» 
tương ứng với các đèo. 





H. 192. Một cái đèo H.193. Bản đồ tương ứửng 
với các đường mức 

Ta sẽ nghiên cửu 
chúng cần thận hơn. 
Ta giả thiết (H. 192) 
có hai đỉnh A và B 
trong đầy nủi và hai 
điềm € và D ở trên 
hai sườn núi khác 
nhau, Giả định-phải 
đi từ C đến D. Đầu 
tiên, ta xét những 
con đường đi từ © 





H.,1941. Các điềm dừng trên miền 
nhị liên đến D tìm được bằng 


- cáchủ cắt mặt bởi 
những mặt phẳng đi qua € và D. Mỗi con đường như 
vậy đều có điềm cao nhất, Khi thay dồi vị trí của mặt 
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phẳng cắt thì đường đi cũng thay đồi, Có thể sẽ tìm 
dược một cop đường mà diềm cao nhất của nó ở vị trí 
thắp nhũi trong tất cả các vị trí có thể có. Điềm E cao 
nhất trên con đường đó là điềm cúa cái đèo trong cảnh 
quan của ta ; cũng có thê gọi nó là điềm uên ngựa. Rõ 
ràng tại E không có cực đại, cñng không có cực tiêu vì 
dù gần E bao nhiêu cũng có những diêm trên mặt là 
cao hơn E và những điềm thấp hơn E. Trong lập luận 
vừa rồi, không cần hạn chế ở việc xét những con 
đường tạo thành khi cắt mặt đỏ bằng những mặt 
phẳng mà có thể xét những con đường tùy ý nối C vả 
D. Đặc điềm của điềm E sẽ không thay đồi. 

Cũng vậy, nếu ta muốn đi từ dỉnh A đến đỉnh B thì, 
mọi con đường mà ta chọn sẽ có điềm thấp nhất, Nếu 
chỉ xét những thiết diện phẳng, ta cũng tìm được một 
con đường AB mà đối với nỏ điềm nhỏ nhất lại ở vị 
trí cao nhất, và ta lại thấy được điềm E trước đây. 
Như vậy, điềm yên ngựa E đó sẽ đạt cực tiêu cao nhất 
hoặc cực đại thấp nhất: ở đây ta có « Maximinimum » 
hoặc cMinimaximum ›» gọi tắt là Äfinimar. Mặt phẳng 
tiếp xúc (tiếp diện) tại điềm E là nằm ngang, Thực 
vậy, vì E là điểm thấp nhất của con đường AB, cho 
nên tiếp tuyến với AH tại E nằm ngang, vì E là điềm 
cao nhất của con đường CÙ, cho nên tiếp tuyến với 
CD tại E cũng nằm ngang. Bởi thế, mặt phẳng tiếp 
xúc đi qua hai tiếp tuyến đó phải nằm ngang. Vậy, ta 
có ba loại điềm khác nhau có tiếp diện nẫm ngang: 
cac điềm cực đại, các điểm cực tiểu và các điểm yên 
ngựa, Tương ứng với điều đó sẽ có ba loại giá trị đừng 
'khác nhau của một hàm, 

Một phương pháp khác đề biêu diễn hình học một 
hàm f(x, y) là phương pháp vẽ các đường mức; chính 
những đường này được dùng trong khoa học bản đồ 
để biều thị các độ cao trên thực địa. Đường mức là 
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một đường cong nào đó trong mặt phẳng x, y mà dọc 
theo đường cong đó giá trị của hàm Í(x, y) không thay 
đồi, nói cách khác, các đường mức là những họ đường 
cong f(x, y) =c. Qua mỗi điềm thông thường *eủa mặt 
phẳng có đdủng một dường mức : các điềm cực đại và 
cực tiều sẽ được bao quanh bởi các đường mức kín; 
tại những điềm yên ngựa cỏ hai (hoặc nhiều) đường 
mức cắt nhau. Trên H. 193 có về các đường mức 
tương ứửng với cảnh quan được biêu thị trên H. 192. 

Ở đây một tính chất đặc biệt của điềm yên ngựa E 
đã trở nên rất trực quam: mọi con đường nối A và B 
không đi qua E có một phần nằm trong miền Í(x,Yy) < 
=f(Œ); trong khi đó con đường AEB trên H.192 lại 
có cực tiểu tại điềm E. Cũng vậy, ta sể chứng minh 
rằng giá trị f(x, y) tại điểm E chính là cực đại nhỏ 
nhất trên những con đường nối Ô và D, 

_3, Các điềm miỉnimax và tôpô. Có mối liên hệ sâu 
sắc giữa lý thuyết các điềm dừng tồng quát và sắc tư 
tưởng tôpô. Về vấn đề này, ta chỉ có thể nêu ra ở đây 
một số chỉ dẫn vắn tắt và chỉ xét một thi dụ. 

Ta xét một vùng núi trên hòn đảo hình vành khăn B 
có hai bờ © và ©°(H.194). Nếu ta ký hiệu độ cao so với 
mtrc nước biên là  —=Í(x, y) với giả thiết f(x, y) = 0 trên 
các bờ Ó và C' và f(x, y) >0 ở bên trong thì trên đảo 
có ít nhất một cái đèo : trên H. 194 thì một cái đèo như 
thế nằm tại điềm hai đường mức cắt nhau. Sự đúng 
đắn của khẳng định vừa nêu sẽ trở nên trực quan, 
nếu ta cần tìm một con đường nối C và C' mà không 
phải leo đến độ cao không cần thiết. Mỗi con đường 
từ C dến ©' có một điềm cao nhất, nếu ta chọn con 
đường có điềm cao thấp nhất thì điềm cao nhất này 
sẽ là điềm yên ngựa của hàm u = f(x: y) (cần loại trừ 
trường hợp tầm thường, khi một mặt phẳng nằm 
ngang nào đó tiếp xúc với triền núi hình vành khuyên 
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theo một đường cong kín). Nếu miền giới hạn bởi p 
đường cong kín thì, nói chung phải cỏ không it hơn. 
p—1 điềm minimax. Một hệ thức tương tự do Marxtôn 
Morx xác lập cũng đúng cho các miền nhiều chiều, 
nhưng trong trường hợp này thì tính đa dạng của các 
khẩ năng tôpô và của các loại điềm dừng sẽ lớn hơn 
rät nhiều, 

4. Khoảng cách từ điềm đến mặt. Có (ít nhấp bai giá 
trị dừng đối vói khoảng cách tử điềm P đến các điềm 
của đường cong kín: một giá trị cực tiều và một giá 
trị cực đại. Trong trường hợp ba chiều thì ta không 
phát hiện được sự kiện nào mới, nếu ta chỉ giới hạn 
trong việc xem xét một mặt € nào đó tương đương: 
tôpô với mặt cầu (như elipxôid chẳng hạn), Nhưng 
- nếu mặt là loại 1 hoặc loại cao hơn thì sự việc xảy ra 
sẽ khác. Ta xét imnặt xuyến C. Dù điềm P như thế nào, 
bao giờ cũng cỏ trên mặt xuyến Ö những điểm cỏ. 
khoảng cách lớn nhất và nhỏ nhất tới P mà những: 
đoạn tương ứng sẽ vuông góc với chỉnh mặt xuyến. 
Bây giờ ta sẽ chửng mình rằng ở đây có cả các điềm 
minimax. Ta hình dung một trong các đường tròn 
« kinh tuyến » L của mặt xuyến (H. 195) và trên đường 
tròn L này ta tìm điềm Q gần P nhất. Sau đỏ, di chuyền 
đường tròn L theo mặt xuyến, ta có một vị trí nào đó 
của L sao cho khoảng cách PQ: 

a) trở thành khoảng cách nhỏ nhất — lúc đó ta tìm 
được một điềm trên C gần Ð nhất; 

b) trở thành khoảng cách lớn nhất — lúc này ta có 
điềm dừng minimax. Cũng vậy, có thê tìm trên L một 
điềm xa P nhất rồi sau đó tìm vị trí của L, Khoảng 
cách lớn nhất tìm được sẽ: 

c) là cực đại (điềm tìm được ở trên C xa điềm P 
nhất) hoặc là cực tiêu. Vậy, ta được bốn giá trị dừng 
khác nhau cho khoảng cách từ các điềm trên mặi 
xuyến C€ tởi điềm P, 
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HH. 195 — 193. Khoảng cách từ một điềm đến một mặt 


4. TAM GIÁC SVARX 


1. Mọt chứng minh do Svarx đồ xướng. Ghecman 
Amanđux Svarx (1843 — 1921) một nhà toán học lỗi lạc, 
giáo sư trường đại học tổng hợp Berlin, đã cống hiến 
nhiều cho sự phát triền lý thuyết hàm và giai tích 
hiện đại. Ông không "xem là hạ thấp mình khi viết 
những đề tài có nội dung sơ cấp. Một trong những 
công trình của ònz đã giành cho bài toán sau đày: 
hãy nội tiếp tronu tam giác nhọn (có ba góc nhọn) cho 
trước một tam giác có chu vi nh nhất (kbi nói một 
tam giác nảo đó nội tiếp trong một tam giác cho trước 
ta hiều rằng trên mỗi cạnh của tam giác đã cho có một 
đỉnh của tam giác đang xét) Về sau này ta sẽ chứng 
minh chỉ có một tam giác phải tìm: đỉnh của nó là 
chân các đường cao của tam giác đã cho. Một tam giác 
như vậy được gọi là tam giác đường cao. 

Svarx đã chứng minh tính chất của tam giác đường 
cao bằng cách áp dụng phương pháp đối xứng và dựa 
trên định lý hình học sơ cấp san đây: Tại mỗi định 
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DĐ, Q, ft(H. 197), hai re 
cạnh của tam. giác 
đưởng cao hợp uới 
cạnh của tam giác đã 
cho những góc bằng 
nhau, mỗi qóc đó 
bằng góc ở dinh đối 
diện aủa tam giác đã 





cho. Thi dụ các góc 4 # ỡ 
ARQ và BRĐ bằng H. 197. Tam giác đrờng cao trong 
góc € v.v... tam giác ADC 


Trước hết, ta chứng mình định lý này. VÌ các góc 
OPB và ORB vuông, cho nên Có tử KH ng OPBR nội tiếp 


được trong đường tròn, Do đó: THƠ — PRỔ (cùng 
chắn một cung của đường tròn ngoại tiếp). Nhưng góc 
PBO phụ với góc € vì tam giác CBO vuông, còn góc PRO . 


phụ với góc PHRB, cho nên PRB = £. Cũng lập luận 


như vậy với tử giác QORA taYkết luận QRA =©: xv.V... 
Kết quả này dẫn tới một hệ quả thuộc về tam giác 


đường cao, bởi vì, chẳng hạn AQi = GQP ,; Cho nên 
khi đối xứng tam giác đã cho quả cạnh AC thì cạnh RQ 
sẽ có phương của PQ và ngược lại. Đối với các cạnh 
khác cũng tương tự. 
Bây giờ ta chứng minh tính chất cực tiêu của tam 
giác đường cao. Cùng với tam giác đường cao ta xét 
một tam giác bất kỳ khác UYW nội tiếp trong tam giác 
ABC. Đầu tiên, ta đối xứng toàn bộ hình vẽ qua cạnh 
AC của tam giác ABC, sau đó lại đối xứng hình mới 
thu được qua cạnh AB, rồi qua cạnh ĐC, rồi qua cạnh 
ÁC và cuối cùng, qua cạnh ÀB, Như vậy ta được sáu 
tam giác bằnøu nhau, mỗi tam giác dều chứa một tam 
giác dường cao và một tain giác nội tiếp khác (H. 198). 
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Cạnh BC của tam giác sau cùng song song với cạnh BC 
của tam giác đầu tiên “Thực vậy trong phép đối xứng 
thứ nhất, cạnh BC được quay một góc 2B theo chiều 
kim đồng hồ, trong phép đối xứng thứ ba nó không 
thay đồi, trong phép đối xứng thứ tư nỏ quay góc 2 
ngược chiều kim đồng hồ và trong phép quay thử năm 
nó lại quay ngược chiều kim đồng hồ một góc 213. Rút 
cục, góc quay tồng cộng bằng 0. 


Do tính chất của tam giác 
đường cao đã nỏi ở trên mà 
đoạn thẳng PP' bằng bai lần 
chu vi tam giác ĐỌNH. Thực vậy 
PP' gồm sảu đoạn lần lượt 
bằng cạnh thứ nhất, thử hai 
và thử ba của tam giác PQR,. 
mỗi cạnh có trong đỏ hai lần. 
Cũng vậy, dường øấp khúc nối 
U và U' có chiều dài bằng hai 
lần chu vi tam giác UVW, 
Đường gấp khúc này không 
ngắn hơn đoạn UU°. Đoạn ULU'* 
bằng PP°, vi đoạn UU' song 

,„ _ song với PP', Vậy đường gấ 

H. 198. Chứng mính €2 thục UU' Tên tình À 

Svarx về tidh chất cực ® : : l 

tiều của tam giác dường đoạn thăng PP), tức là chu vi 

cao tam giác đường cao không lớn 

hơn chu vỉ của một tam giác 

bất kỳ khác nội tiếp trong tam giác đã cho. Đó là điều 

phải chứng minh. Như vậy, ta đã khẳng định có tồn 

tại cực tiều và cực tiều đó đạt tới dược trong trường 

hợp tam giác đường cao. Còn vấn đề không có tam 

giác nội tiếp nào khác cũng có chu vi đó thì chưa được 
chứng minh. Ta sẽ chứng minh điều đó sau đây. 
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2. Một chứng minh khác. Lời giải sau đây của bài 
toán Svarx có lễ là đơn giản nhất. Nó dựa xào một 
định lý đã chứng minh trong chương nà y : nếu các 
điềm P và Q năm về một phía của đường thẳng L 
(nhưng không nằm trên L) thì tồng các khoảng cách 
PR + RQ, trong đó R là một điềm trên L, sể cực tiều 
nếu PR và QR làm thành những góc bằng nhau với L. 
Giả thử tam giác PQR nội tiếp trong tam giác ABC cho 
trước là lời giải của bài toán cực tiều đã đề ra. Như 
vậy, điềm R trên cạnh AB phải là điềm sao cho tông 
PR-- QR nhỏ nhất. Do đó, các góc ARQ và BIIP phải 
bằng nhau ; cũng vậy, ta có AQR = GCQE, BPRN = 
= CPQ, Bởi vậy, đối với tam giác có chu vi cực tiểu 
phải tìm — nếu như nó tồn tại — thì phải có các đẳng 
thức về góc giống như tính chất của tam giác đường 
cao, Còn phải chứng minh rằng với điều kiện như vậy 
thì tam giác của ta không thề khác tam giác đường 
cao. Hơn nữa, trong định lý mà ta đã dùng có giả thiết 
P và Q không nằm trên AB, cho nên chứng minh sẽ 
không dùng được cho trường hợp một trong các điềm 
P, Q, R trùng với một đỉnh nào đó của tam giác đã 
cho (trong trường hợp này chu vi của tam giác suy 
biến thành hai lần đường cao tương ứng). Muốn cho 
chứng minh được đầy đủ, còn phải chứng tỏ rằng chu 
vì của tam giác đường cao nhỏ hơn bai lần một đường 
cao tùy ý của tam giác đã cho. 

Trở lại vấn đề thử nhất, ta lưu ý rằng nến một tam 
giác nội tiếp có tính chất bằng nhau về góc ở trên thì : 
các góc được xét tại các đỉnh P, Q, l tương ứng sẽ 
bằng các góc A, B, C. Thực vậy, ta giả thử AHQ = 
= ñRP = C -+- ô chẳng hạn. Áp dụng định lý về tông 
các góc trong tam giác vào các tam giác ARQ và BRP 
ta thấy các góc tại Q phải bằng B — ö, các góc tại P 
phải bằng A — ô, Nhưng lúc này tông các góc của tam 
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giác CPQ bằng (A — ð) + (B— ð) + C€ = 1809 — 2ô. 
Do dó ô=— Ú. Ta đã biết tem giác đường cao có dược 
những tinh chất nẻéu trên. Một tam giác bất kỳ nào 
khác có tính chất này sẽ phải có các cạnh tương Ứng 
song song với các cạnh của tam giác đường cao. Nói 
cách khác, nỏ phải đồng dạng với tam giác đường cao 
và sắp xếp tương tự ; bạn đọc sẽ tự chứng minh ngoài 
tam giác đường cao ra, không còn một tam giác nào 
khác như vạv nữa (H. 200). 





H.199 — 200. Chứng minh khác về tính chất cực tiều 
của tam giác đường cao 

Cuối cùng, ta chứng minh chu vi của tam giác đường 
cao (hạn chế trong trường hợp tam giác nhọn) nhỏ 
hơn hai lần một đường 
cao bất kỳ của tam giác 
đã cho. Về các đường 
thẳng QP và QR, rồi từ 
đỉnh B (H. 201), hạ các 
đường vuông góc với QỌP, 
QR và PH. Giả thử L, M và 
N là chân các đường vuông 
. góc đó. Vì các đoạn QL và 
L vc QM là các hình chiếu của 
đường cao Qlì trên các 
H.201. Đề chứng mình tính đường thắng QP và QH 
chất cực tiếu của tam giác cho nêp QL -- QM < 2Q1. 
đường. cao Nhưng QL + QM = p (p 
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là chu vi tam giác đường cao). Thực vậy, các tam giác 
MRB và NRD bằng nhaa vì MRB—=nRB và các góc tại 
các đỉnh MvàN vuông. Suy ra HM =—= RN và QM = 
= Qiìi-+ RN. Cũng vậy, ta có PN = PL và QL = 
= QP` + PN. Suy ra: QL + QM — QP + PN-+.QR.-+ 
+- HN = QP + PR + HQ = p. Trước đây ta đã chứng 
mỉnh rằng 2QB > QL -L QM. Vậy,p nhỏ hơn hai lần 
chiều cao Q3. Lập luận này cũng áp dụng được cho 
mỗi chiều cao còn lại. Tính chất cực tiều của tam giác 
đường cao đã được chứng minh hoàn toàn. 





H. 292. Tam giác đường cao trong 
tam giác tù. 


Ngoài ra, phép dựng đã nêu còn giúp ta tính p một 

cách trực tiếp. Ta biết rằng các góc PQC và RQA bằng 
_——— _——~— —— 

góc B, tức là PĐỌB = HỌB = 90 — B và cos PQI. = 
= sin B, Nhờ các kiến thức lượng giác sơ cấp, ta suy 
ra QM=QL = QBsỉinB và p = 2QBsinB. Cũng vậy; 
có thề chứng mỉnh rằng p = 2PAsinA = 2RCsinC. 
Trong lượng giác ta đã biết RC = asinB = bsinA v.v... 
cho nên: p = 2asinBsinC = 2bsinCsinA = 2CsinAsinH, 
Cuối cùng, nến gọi bán kinh đường tròn ngoại tiếp là 
r và đề ý rằng a — 2rsinA, b = 2rsinB, C = 2rsinC, 
ta có công thức đối xứng: 
p = 4rsinA sinB sine, 
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3. Các tam giác có góc tù. Trong hai chứng minh trước, 
ta đã giả thiết cẢ ba góc A, B, € đều nhọn. Nếu góc C 
tù (H. 202) thì các điềm P và Q sẽ nằm ở ngoài tam 
giác. Bởi thế, nói một cách chặt chẽ thì tam giác đường 
cao sẽ không thể coi là tam giác nội tiếp trong tam giác 
đã cho nếu như ta không qui ước từ trước rằng, một 
lam giác được gọi là nội tiếp một tam giác khác nếu 
như các đỉnh của nó nằm trên các cạnh của tam giác 
cho trưởc hoặc nằm trên phần kéo đài của các cạnh 
đó. Dù thể nào đi chăng nữa, tam giác đường cao theo 
nghĩa rộng cũng không có chu vi cực tiều, bởi vì 
PR > CR, QHR > CH và p = PR + QR -+ PQ > 2GŒR. 
Phần thử nhất của chứng minh trước đã chỉ ra rằng, 
nếu không có tam giác đường cao thì chu vi cực tiểu 
phải bằng một trong các đoạn gấp đôi một đường cao. 
Từ đó dễ dàng suy ra: tam giác nội tiếp» có chu vi 
nhỏ nhất trong tam giác tù chính là chiều cao hạ từ 
định góc tù tỉnh theo cả hai hướng. Mặc dù ở đây không 
có tam giác theo nghĩa hẹp. Song có thể chỉ ra những 
tam giác nội tiếp thực sự có chu vi khác với đoạn gấp 
đôi đường cao một lượng tùy ý nhỏ. Trong trường hợp 
trung gian, khi tam giác đã cho là tam giác vuông thì 
cả hai lời giải (tam giác đường cao và đoạn gấp đôi 
đường cao hạ từ đỉnh góc vuông) sẽ trùng nhau. 

Vấn đề, cỏ hay không có tính chất cực trị đối với tam 
giác đường cao trong một tam øgiác tủ cho trước đã 
không làm mất sự lý thú của nó. Không có điều kiện 
nghiên cứu tỉ mỉ vấn đề này, ta chỉ lưu ý rằng, những 
tam giác đường cao như vậy sẽ không làm cực tiểu tồng 
các cạnh p + q + r, nhưng lại bảo đảm được giá trị 
đừng loại minimax đối với biêu thức dạng p -L q — r› 
trong đó r là cạnh của tam giác nội tiếp § Hé nghĩa 
rộng) tuơng ứng với góc tù. 
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4. Tam giác tạo bởi các tia sáng, Nếu ta giả thiết tam 
giác ABC là một căn buồng có tường bằng gương thì 
tam giác đường cao là một chu tuyến tam giác duy 
nhất có thề tạo thành 
bởi một tia sảng. Như 
H.203 đã chứng tổ, các 
chu tuyến đa giác đóng 
kín khác không bị loại 
trừ, nhưng trong số đỏ 
chỉ tam giác đường cao 
có ba cạph. 

Ta mở rộng bài toán 
đang xét và tự hỏi về 
«những tam giác ánh 


sáng» có thề có được H.203. Đường tia sáng đóng kín 
: trong đường tam giác« 





trong một miền tùy ý, 
giời hạn bởi một hoặc một số đường cong trơn. Nói 
chính xác hơn, ta đề ý đến các tam giác mà đỉnh của 
chúng nằm trên các đường cong cho trước và hai cạnh 
kề nhau tạo với đường cong tương ửng những góc bằng 
nhau. Trong §; ta đä thấy sự bằng nhau của các góc là 
điều kiện cần cho cực đại cũng như cực tiểu của 
tỒng các cạnh tương ứng tùy theo loại tam giác ánh 
sáng có thể tạo ra. Chẳng hạn, khi xét miền trong của 
một đường cong trơn duy nhất C đóng kín, ta có thể 
nói rằng tam giác nội tiếp có chu vi cực đại phải là 
«tam giác ánh sáng » với các tính chất đã nêu ở trên. 
Hoặc giả ta cho rằng mỗi đỉnh của tam giác ABC có 
thề nằm trên một trong ba đường cong trơn đóng kín 
tương ứng với nó (tư tưởng của Marxtôn Morx). Bây 
giờy các tam giác ánh sáng được đặc trưng bởi tính 
chất là, chu vi của chúng có giá trị dừng. Nhưng loại 
giá trị đừng này có thể cực tiêu đối với cả ba đỉnh 
A, ÐB, C hoặc có thể cực tiều đối với hai đỉnh bất kỳ và 
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cực đại đối với đỉnh thử ba hoặc cực tiều đối với một 
đỉnh bất kỳ và cực đại đối với hai dỉnh kia hoặc cuối 
cùng, có thể cực đại đối với cả ba đỉnh. 

Bởi thế, có tất cả ít nhất 23 —= 8 loại tam giác ánh 
sảng, vì độc lập với các đỉnh còn lại, mỗi đỉnh đều có 
cực đại hoặc cực tiêu, 


°® s Những chú ý có liên quan đến các bài toán đồi 
xứng và các chuyền động êgôđỉïc 

Trong động học và quang học, việc mô tả đường đi 
hoặc «quï đạo» của một phần tử hoặc một tỉa sáng 
trong không gian trong suốt một khoảng thời gian vô 
tận, là nhiệm vụ quan trọng hàng đầu. Giả thử có một 





H. 201 — 207. Bốn loại tam giác ánh sáng giữa ba 
đường tròn: 


thiết bị nào đấy buộc một phần tử hoặc một tia ở 
lại trong một phần giới hạn nào đó của không gian, 
ta sẽ xác định xem quï đạo của nó có lấp đầy phần 
khỏng gian đó hầu khắp nơi, với «mật độ» gần đều 
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hay không. Một quï đạo có tính chất như vậy được 
gọi là một quï đạo êgóđic. Giả thiết về sự tồn tại 
của quï đạo êgôđic là giả thuyết ban đầu đề áp dụng các 
phương pháp thống kê trong các lý thuyết động học và 
nguyên tử hiện đại. Nbưng ta mới chỉ biết rất ít tình 
huống mà trong đó có thề tiến hành được chứng minh 
toán học chặt chẽ cho «giả thuyết êgôđic ». 

Những thí dụ đơn giản nhất về loại này đều thuộc 
vào trường hợp chuyền dộng xảy ra trên phần mặt 
phẳng ở bên trong một đường cong kín Ö với giả thiết 
bức tường » Clà một tấm gương hoàn hảo về mặt 
toán học, phản xạ một phần tử với một góc bằng với 
góc mà nó đập vào tường, Chẳng hạn, một cái hộp hình 
chữ nhật — một cái bàn bỉ-a lý tưởng phản xạ tốt mà 
phần tử được xét là quả cầu bi-a— sẽ bảo đảm một 
chuyền động êgôđic‡ một «quả bi-a» lý tưởng sẽ có 
mặt trong một lân cận bất kỳ cho trước của mọt điềm 
cho trước trong khoảng thời gian vô tận nếu chỉ loại 
trừ một số vị tri ban đầu đặc biệt và một số hướng của 
chuyền động. Ta không nêu chứng minh ở đây, mặc 
dầu không có khó khăn gì về nguyên (tắc. 

_ Đặc biệt lý thú là chuyền động trên bàn hình elip 
với các tiêu điềm F¿ và F¿. Vì tiếp tuyến của clip làm 
những góc bằng nhau vời các đoạn nối từ các tiêu điềm 
đến các tiếp điềm, cho nên mỗi quï đạo đi qua một 
tiêu điềm sẽ cho một phẳn xạ đi qua tiêu điềm kia v.v... 
Dễ nhận ra rằng sau n phản xạ, độc lập đối với vị trí 
ban đầu, quï đạo sẽ dần tới trục lớn F¡F; khi n tăng 
vô hạn. Nếu tia ban đầu không đi qua tiêu điềm thì có 
hai khả năng. Hoặc tỉa ban đầu đi gi?a hai tiêu điềm: 
lúc này mọi quï đạo phần xạ sẽ đi qua bai tiêu điềm; 
hơn nữa sẽ tiếp xúc với một hypebol vào đó với tiêu 
điềm F; và Fạ. Hoặc tia ban đầu 'không gián eách các 
tiêu điềm : lúc này mọi tia phần xạ cũng sẽ có tính chất 
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như thế; hơn nữa mọi tia phẩn xạ đó sẽ tiếp xúc với 
một elip nào đó với tiêu điểm F, và F¿. Như vậy, 
chuyên đọng bên trong một elip không phải là chuyển 
động êgôđie với bất cứ điều kiện ban đầu nào. 


§5. BÀI TOÁN STÂYNE 


1. Bai toán và lời giải của nó. Một bài toán rất đơn 
giản đồng thời có tính chất giáo huấn đã được nhà 
hình học Berlin nồi tiếng lacôp Stâyne nghiên cứu vào 
đầu thế kỷ trước. Cần nối ba làng A, B,C bằng một hệ 
thống đường sao cho độ dài tồng cộng của chúng là 
nhỏ nhất. Dạng diễn đạt toán học chính xác hơn là: 
Cho ba điềm A, B, C trên mặt phẳng. Tim một điềm 
thứ tư P sao cho tông a-+-b-+c (trong đỏ a, b, c là 
các khoảng cách tương ứng của Pđến A, B, €) cực tiều. 
Lời giải của bài toán là như sau) nếu trong tam giác 
ABC tất cả các góc nhỏ hơn 1209 thì phải lấy P là điềm 
nhìn ba cạnh AB, BC, CA dưới góc 1200 nếu một góc 
của tam giác ABC, chẳng hạn C, lớn hơn hoặc bằng 1209 
thì điềm P trùng với điềm C. 

Việc lý giải kết quả này không có gì khó khăn nếu 
vận dụng lời giải của các bài toán cực trị đã xét ở trên, 
Ta giả thiết P là điềm phải tìm. Có hai khả năng loại 
trừ nhau : hoặc P trùng với một trong các đỉnh A, B, 
C hoặc P khác cả ba đỉnh. Trong trường hợp đầu thì 
tất nhiên P phải là đỉnh của chính góc lớn € trong tam 
giác ABC vì tồng CA -+_ CH nhỏ bơn tồng hai cạnh kia 
của tam giác ABC. Muốn giải quyết toản bộ vấn đề, 
còn phải phân tích trường hợp thứ hái. Giả thử K là 
.‹đường tròn bán kinh c. HBáy giờ điềm P phải nằm trên 
K sao cho PA -+- PB nhỏ nhất. Nếu cả hai điềm A và B 
ở ngoài K (như H.209) thì theo §1, các đoạn PA và PB 
phải tạo những góc bằng nhau với đường tròn K và 
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do đó với bán kính PC vuông góc với K. Vì lập luận 
này có thể lặp tại với đường tròn tâm A bán kính a 
cho nên mọi góc tạo bởi các đoạn PA, PR, PC bằng 
nhau và mỗi góc bằng 1200 như đã nói ở trên. Chứng 
minh của ta dược xây dựng trên giả thiết cả hai 
điểm A và B ở ngoài K, ta sẽ chứng minh không thể 





._ *€ 
H. 208. Bài toán Stâyne H.209. Dùng cho bài toán 
PA + PB -+ PC = cực tiều Stâyne. 


khác thế được. Giả thử ít nhất một trong hai điềm 
A, B, chẳng hạn A nãm trong đường tròn É hoặc trên 
nó, Lúc đó AC < c. Mặt khác, vì tồng a -+- b > AB với 
sự sắp xếp tùy ý các điềm A, B, P cho nên a + b + c> 
AB+ AC. Đẳng thức sau cùng này chứng tỏ khi ÐP 
trùng với A thì tồng a-+-b-Lc sẽ đạt tới giá trị nhỏ 
nhất có thề được. Điều này mâu thuẫn với giả thiết P 
khác với A, H, C. Thế là, ta đã chứng minh được các 
điềm A và B nẫm ngoài hình tròn K. Cũng vậy, các 
điềm B, © nằm ngoài hình tròn tâm A bản kính a; các 
điềm A, C nẫm ngoài hình tròn tâm B bán kính b, 

2, Phân tích các khả năng xây ra. Muốn xác định 
xem khä năng nào trong hai khả năng sẽ xảy ra, ta 
phải trở lại cách dựng điềm P. Muốn tìm điềm P từ 
đó nhìn các cạnh AC và BG dưới góc 120% chỉ cần về 
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đường tròn K¡ đi qua các điềm A và C mà phần cun8 
nhỏ AC chứa 1209, và qua các điềm B, € về đường tròn 
Kạ cũng có tính chất như vậy, sau đó, lấy giao điểm 
của hai cụng chứá 120° nếu hai cung đó cắt nhau. Tất 
nhiên, điềm P tìm được bằng cách như vậy sẽ nhìn 
đoạn AB dưới góc 1209 vì tồng của ba góc ở đỉnh P 
bằng 3609, 





ï.210 — 212. Dùng cho 

việc phân tích các khả 

săng khác nhau trong 
bài toán Stâyne. 
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Từ H.210 ta thấy nếu cả ba góc của tam giác ABC 
đều nhỗ hơn 1209, thì hai cung nói trên phải cát nhau 
ở bên trong tam giác. Mặt khác, nếu một góc của tam 
giác ABC, như C chẳng hạn, lớn hơn 1209 thì các cung 
mà ta nói đến sẽ không cắt nhau (H. 211). Trong trường 
hợp này, điềm P không tồn tại: các đường tròn K¡ và 
Kạ cắt nhau tại điềm P' từ đó nhìn các cạnh AC và BC 
dưởi một góc 60° và chỉ có cạnh AB đối diện với góc 
tù được nhìn dưới góc 120° mà thôi. 

Nếu một góc của tam giác lớn hơn 12 thì, như ta 
vừa thấy, không có điềm P từ đó mỗi cạnh đều được 
nhìn dưỡi góc 120%, nghĩa là điềm phải tìm (điểm tại 
đó đạt cực tiều) phải trùng với một trong các đỉnh (vì 
theo §1, đó là một khả năng duy nhất), tức là trùng với 
đỉnh góc tù. 

Nếu tất cả các góc của tam giác nhỏ hơn 120° thì có 
thề dựng điềm ÐP từ đó nhìn các cạnh đưới góc 1200, 
Nhưng còn phải chứng minh với điềm P như vậy thì 
tồng a -+_ b-Ec sẽ nhỏ hơn so với một đỉnh bất kỳ khác 
của tam giác (bởi vì còn chưa biết trường hợp nào 
trong hai trường hợp loại trừ nhau sẽ xảy ra). 

Chẳng hạn, ta sẽ chứng minh a-+-b+c nhỏ hơn 
AB-+AC (1.212) Muốn thế ta kéo dài đoạn BDP và 
chiếu điềm A lên đường thẳng vừa thu được. Giả thử 


hình chiếu đó là D. Vì APD = 609% cho nén độ đài 
hình chiếu PD bằng = Vì BD là hình chiếu của AB 
trên đường thẳng BĐ cho nên BD < AB. Nhưng 
BD=öb+ Sa cho nên b + =8 < AB. Cũng hoàn 
toàn tương tự, khi chiếu A trên phần kéo đài của đoạn 
PC, ta thấy rằng c + —1 = ÁC. Cộng hai bất đẳng 
thức cuối cùng ta có: a + b+c< AB + AC. Vậy điểm 
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phải tìm không thề nẫm tại đỉnh A. Tương tự, vì nó 
cũng không thề nằm tại các đỉnh B và C, cho nên điềm 
P nhìn các cạnh dưới góc 1209 là lời giải của bài toán. 


3. Bài toán bò sung Các phương pháp toán học hình 
thức thường dẫn ta đi xa hơn mục tiêu đã định trước. 
Chẳng hạn, nếu góc ở đỉnh C lớn hơn 120° thì thay 

cho điềm P (ở đây nó 
e trùng với điềm €), 
qui trình đựng hình 
học sẽ cho một điềm 
P' khác — là điềm từ 
đó nhìn cạnh lớn 
H. 213. Bài toán bồ sung. nhất AB của tam giác 
dưới góc 1209 và nhìn 
hai cạnh kia dưới góc 609. Tất nhiên, điềm P' sẽ không 
cho lời giải của bài toán đang xét, nhưng có thể đoán 
nhận rằng nó có một quan hệ nào đó với bài toán. 
Thực vậy điềm P' là lời giải của bài toán cực tiều hóa 
biểu thức a -- b—c. Chứng mỉnh là hoàn toàn tương 
tự với chứng minh đã trình bày ở trên cho trường 
hợp biều thức a--b-+c và dựa vào những kết quả 
trực tiếp ở § 1 mục 5. Kết hợp các kết luận thu được 
với nhau ta sẽ đi đến một định lý tồng quái. 

Nếu tất cả các góc của tam giác ABC nhỏ hơn 120% 
thì tồng a +b-+c của các khoảng cách a, b, € của 
một điềm nào đó tới các điềm A, B, C (theo thử tự đó) 
sẽ đạt cực tiều tại điềm P mà từ đó mỗi cạnh được 
nhìn dưới góc 120%, còn biều thức a'+.b — c sẽ đạt 
cực tiều ở đỉnh C. Nếu một góc như góc C chẳng hạn, 
lớn hơn 1209 thì a-+b-+-c đạt cực tiều tại điềm C, 
còn a-+ b—c đạt cực tiều tại điềm P° mà tử đó hai 
cạnh nÌl ö được nhìn dưới góc 60, còn cạnh lớn được 
nhìn đưới góc 1209, 
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Hởi thế, trong hai bài toán cực tiều, bao giờ cũng cớ 
một bài toán được giải bằng cách dựng các đường tròn 
còn lời giải bài toán kia là 
một trong các đỉnh. Nếu 
© =120, hai lời giải của 
hai bài toán sẽ trùng nhau 
bởi vì điềm thu được trong 
phép dựng hình học là 
đỉnh €, 

4. Chú ý. Từ một điềm P 
bất kỳ chọn ở bên trong 
một tam giác đều DVW, ta 
hạ các đường PA, PD, PC 
vuông góc với ba cạnh 





H. 214. MỘt chứng minh 


khác cho sự đúng đắn của - ` 
lời giải An (H.214). Khi đó các điềm 


A, B, Ö và P tạo thành một 
hình như ta đã xét ở trên. Có thể áp dụng chú ý này 
khi giải bài toán Stâyne: chỉ cần tìm các đỉnh của tam 
giác đều UVW từ các điềm A, B, C. 


5. Mở rộng: Bài toán mạng đường phó. Trong bài 
toán Stâyne thì. ba điềm A, B, C được cho trước. Lễ 
tự nhiên ta sẽ mở rộng bài toán này cho trường hợp 
n điềm cho trước A,, A;...Aa như sau: lìm trong mặt 
phểng một điềm P sao cho tồng các khoảng cách a¿, 
a, .. a, (trong đó a¡ biểu thị 
khoảng cách PA,) đạt cực tiêu 
(rong trường hợp bốn điềm 
được xếp đặt như đã chỉ trên Âi F 
H. 2lã thì phải lấy P là giao Á› 
điềm các đường chéo A¡Â¿ và rầ 
A;A, của tứ giác (đề nghị bạn „ 2z cực tiều của 
đọc kiềm tra lại đề luyện tập), tồng các khoảng cách 
Bài toán mở rộng nảy (cũng tới bốn điềm. 
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được Stâyne nghiên cứu) không dẫn đến những kết quả 
thú vị. Trong trường hợp này ta có một sự mở rộng hời 
hợt mà những mở rộng tương tự như vậy là ít gặp trong 
một tài Hệu toán học. Muốn có được một sự mở rộng 
thực sự bài toản Stâyne thì phải từ bỏ việc tìm kiếm 
một điềm P duy nhất. Thay vào đó, ta đặt nhiệm vụ xây 
dựng một « mạng đường phố » hoặc một €mạng đường 
nối các làng cho trước » có độ dài tồng cộng cực tiều. 
Chinh xác hơn: Cho n điềm A,, Á¿,... Á,. Tìm một hệ 
thống các đoạn thẳng sao cho: 

1) hai điềm bất kỳ có thề liên hệ với nhau bởi một 
đường gấp khúc mà các'cạnh của nó là các đoạn thuộc 
hệ thống; 

2) Độ dài tổng cộng của hệ thống là cực tiều'". Việc 
giải bài toán này phụ thuộc vào việc sắp đặt các điềm 
cho trước. Xuất phát từ bài toán Stâyne, bạn đọc cỏ 





H. 2f6 -218, Hệ thống đường ngắn nhất nối 
các điềm cho trướce 


thề nghiên cửu cần thận hơn vấn đề này. Ở đây, chúng 
ta chỉ nêu kết quả của những trường hợp điền hình 
vẽ trên H,216— 218. Trong thí dụ thử nhất, lời giải 
là hệ thống năm đoạn thẳng với hai « điềm bội», tại 
đó có ba đoạn qui tụ tạo với nhau góc 120. Trong thí 


` Trong những năin gần đây; việc ngbiên cứu các phương 
pháp chung đề giải các bài toán ứng dụng thuộc loại như 
trên là đối tượng của chương :rình hóa luuền tính. 
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dụ thử hai thì số điềm bội bằng ba. Với các cách sắp 
đặt khác của những điềm cho trước thì sẽ không có 
hình đã nêu ; có thề có trường hợp «suy biến» khi 
một hoặc nhiều điểm cho trước là «điềm bôi » của 
mạng — đó là trường hợp thí dụ thứ ba. 


È — 


II. 919 —220. Hệ thống đường ngắn nhất nối các 
đỉnh hình vuông 


Nếu số điềm cho trước bằng n thì bao giờ cũng cố 
không quá n—2 điềm bội, tại đó qui tự ba đoạn tạo 
thành những góc 120°, Lời giải của bài toản không 
phải bao giờ cũng duy nhất. Chẳng hạn, nến bốn điềm 
cho trước là bốn đỉnh của một hình vuông thì có hai 
lời giải tương đương (H.219—220). Nếu các điềm AÀ¿e 
Á„... A,là các đỉnh của một đường gấp khúc mà cáo 
góc ở đỉnh khá gần 1809 thì bản thân đường gấp khúc 
sẽ là lời giải. 


§6. CỰC TRỊ VÀ BẤT ĐẲNG TIIỨC 


Mọt trong những đặc điềm của các phần cao cấp 
của toán học là vai trò xuất sắc của bất dẳng thức. 
Về thực chất thì mọi bài toán cực đại đều qui về bất 
đẳng thức, biểu thị rằng đại lượng biến thiên đang 
xét không vượt quá một giả trị cực đại nào đó sẽ là 
lời giải của bài toán. Trong nhiều trường hợp, các bất 
đẳng thức thu được bằng cách như vậy là đáng được 
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chủ ý và độc lập với bài toản cực trị tương ứng. Bây 
giờ, đề làm thí dụ, ta sể xét một bất đẳng thức quan 
trọng, liên hệ trunư bỉnh cộng và trung hình nhân. 

1) Trung bình cộng và trung bình nhân của hai số 
dương. Trước hết, ta nghiên cửu một bài toán cực đại 
đơn giản thường gặp trong bản thân toán học và cả 
trong những ứng dụng của nó. Cách diễn đạt hình học 
của bài toán là như sau: Trong tất cả các hình chữ 
nhật có chu vi cho trước, hãy tìm hình có diện tích lớn 
nhất. Cũng dễ đoán ra !ời giải là hình vuông. Có thề 
chứng minh bằng lập luận sau dây. Giả thử chu vi chơ 
trước là 2a. Như vậy tồng x -+- y các độ dài hai cạnh 
kề nhau của hình chữ nhật sẽ bằng a không đổi. Trung 


bình cộng của hai đại lượng x và y là biều thức 
_ X1hY 


2 





Ta đưa thêm vào đại lượng d = == và có hệ thức ‡ 


x—m +-d,y—= m — d. 
Từ đó suy ra xy =(m -+ d) (m — d) = m° — d?= 


— () — d. 
2 
Vì.d* không thề âm và chỉ triệt tiêu khi x = y,cho nên 


ta có ngay bất đẳng thức Ý xy < — qŒ› 

Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi đ =0, tức là khi x = ÿY. 
Vì x -L y có giá trị a không đồi, cho nên biểu thức V xy 
và cũng tức là diện tích xy sẽ nhận giá trị lớn nhất 
khi x = y. Biều thức g = Vy (căn thức số học — có 
dấu -+) được gọi là «trung bình nhân» của hai số 
đương x và y; bất đẳng thức (1) biều thị một hệ thức 
cơ bản giữa trung bình cộng và trung bình nhân, 
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Bất đẳng thức (1) cũng suy ra trực tiếp từ biều thức ‡ 
(Vx - Yy? =x+y—2Ýxy, 

là một bình phương đúng sẽ không âm và chỉ triệt tiêu 
khi xXe=y. . 

Sau đây là một kết : 
luận hình học nữa của 
bất đẳng thức này. 
Trong mặt phẳng x, y 
ta xét một đường thẳng 
cố định x + Yy = 2m 
và một họ đường 
cong (hypebol) xy = c, 
trong đó c là không 
đồi với mỗi đường + 
cong nhưng thay đồi 
theo từng đường cong. 
Từ H.221 ta thấv rõ H. 221. Cực tiều của xy với giá 
: trị cho trước của x + y‹ 


——-_ 


ràng dường cong có 
ít nhất một điềm chung với đường thẳng và tương ứng 
VỚI giá trị c lớn nhất là hypebol tiếp xúc với đường 
thẳng tại điềm x = y = m. Do đó, đối với hypebol này 
thì c —.m2, Vậy: 
xy < 27 
2 
Cần lưu ý rằng mọi bất đẳng thức dạng f(x,y) < g(x,y) 
đều có thề được đọc bằng hai cách, vì thế nó sinh ra 
các tính chất cực đại và cực tiều. Chẳng hạn. bất đẳng 
thức (1) cũng biều thị sự kiện là trong tất cả các hình 
chữ nhật có diện tích cho trước thì hình vuông có chu 
vi nhỏ nhất, 


2.Mờ rộng trường hợp cho n biến. Bất đẳng thức (1) 
liên hệ trung bình cộng và trung bình nhân của hai số 
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đương có thể mở rộng được cho n số đương bất kỷ mà 
ta ký hiệu là xạ, Xe, Xị... xạ. Trung bình cộng của các 
số dương là 
-_Xi-Ƒ X; Ƒ.«.-Ƒ Xạ 

n 


m = 
còn trung bình nhân là g = Ÿx¡x;... xạ, (ở đây ta chỉ 
xét căn dương). Định lý tồng quát khẳng dịnh : øg << m(2); 
đẳng thức chỉ có thể xảy ra khi tất cẢ các xị bằng nhau- 

Nhiều chứng minh thú vị của kết quả tổng quát này 
đã được thực hiện. Phương pháp đơn giản nhất là áp 
dụng lập luận đơn giản như đã tiến hành trong mục Ì- 
Trước mắt chúng ta có bài toán: 

Phân tích một số dương C cho trước thành n sỐ 
hạng dương: CC = x; + Xạ +... + xX, sao cho tích 
P= xị.X¿.xạ...x, lớn nhất. Ta xuất phát tử giả thiết là P 
có giá trị lớn nhất và dạt tới giá trị đó tại x; = a, 
X; —= 42; ..; Xa = âạ, thoạt nhìn thì có về hiền nhiên, 
nhưng ta sẽ có dịp phân tích nó về sau này (7). Chỉ 
cần xác định a¡ = a; —... == a„ vì trong trường hợp đó 
thì g — m. Giả thử không phải như vậy, a; ©a¿ chẳng 
hạn. Lúc này ta xét các giả trị 

Xị = 3, X; =§, X; —= â¿; ..„ Xa = Ôn 
trong đó s— L2 5 3 
Nói cách khác, ta sẽ thay thế hệ thống giá trị trước 
đây của các đại. lượng x, bằng một hệ thống mới, chỉ 
khác hệ trước ở giá trị của hai đại lượng xị và xạ mà 
tồng C vẫn không thay đồi. Ta có thê viết: 

a:;=s-+ d, 8ạ = § — đ, 


trong đỏ ta đặt d— 3L—®:., 


Tích mới sẽ bằng P' = s?a,... aạ, tích cũ là 
P=(s+d)(s —d)a;... an = (s? —d?)a;...93„. Rõ ràng 
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khi d ©0 thì P< P'), điều này trái với giả thiết là tích 
P có giả trị cực dại. Vậy d = 0 và khi đó ay = a;. Cũng 
vậy, ta sẽ chứng minh ay = a,, trong đó a, là một số a 
bất kỳ, tử đó suy ra mọi số a bằng nhau. Ta đã chứng 
minh rằng: 1) g — m, nếu mọi số x, bằng nhau. 2) ø. 
đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi mọi số x, bằng nhau. 
Do đó có thể kết luận: trong mọi trường hợp khác thì 
g<m. Định lý đã được chứng minh. 


3. Phương pháp bình phương nhỏ nhất. Trung bình 
cộng của n sỐ xụ, Xẹ,... xa (ở đây khỏng cần phải buộc 
là số đương) có tính chất cực tiều đặc biệt. Giả thứ u 
là giá trị bằng số của một đại lượng chưa biết nào. 
đó mà ta muốn xác định hết sức chỉnh xác bằng một 
dụng cụ đo nào đó. Giả thử, đề làm việc đó ta đã thực 
hiện n phép đo cho các kết quả x¿, x:,..Xa khác nhau 
một chút do những nguyên nhân khác nhau không thể 
tránh khỏi của sai số đo đạc. Nảy ra vấn đề: phải 
gán cho đại lượng u giá trị nào để độ tin cậy là lớn 
nhất? Người ta thừa nhận rằng giá trị trung bình là 
giá trị «thực » hoặc « tối ưu» 


_ Xi Xe-L .. CĐ Ấụ 
Hạ! 


m 


Không thể lý giải quy trình kề trên được nếu không đi 
sâu vào những lập luận thuộc phạm vi lỷ thuyết xác 
suất. Ở đây, ta chỉ có thề nhấn mạnh một tính chất 
cực tiều của trung bình cộng m nhằm xác mỉnh ở một 
chừng mực nhất định cho việc lựa chọn nó. Giả thử 
u là một giá trị bằng số nào đó của đại lượng được do. 
Khi đó các hiệu u — xự, u — X¿, ...,u — xạ là độ chênh 
lệch của đại lượng đó so với các kết quả quan sát riêng 
biệt, Những độ lệch này có thề có một phần dương, một 
phần âm và hoàn toàn tự nhiên dẫn tới một lựa chọn 
tối ưu u nào đó mà độ lệch «tồng cộng » (theo một ý 
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nghĩa nào đó) nhỏ nhất có thề được. Theo Gaux, người 
ta thường không lấy bản thân độ lệch làm phương 
tiện do sự không chính xác », mà lấy bình phương của 
chúng (u — x,)3, rồi tìm giá trị tối ưu u sao cho độ lệch 
« tồng cộng › đạt cực tiều (với độ lệch tông cộng là tồng 
bình phương của các độ lệch riêng rể). 

Giá trị tối, ưu được xác định theo cách như 0ậu chính 
là trung bình cộng m. Đó là mệnh đề cơ sở của 
«phương pháp bình phương nhỏ nhất › nồi tiếng do 
Gaux sảng tạo ra. Chúng ta sẽ cố gắng chứng minh 
khẳng định đó bằng phương pháp đơn giản nhất. Nếu 
ta viết : 

(u — x,) = (m — X,) + (u — m), 

thì ta có: 

(u — X,) = (m — x,)? + (u — m)? + 2(m — x¡)\(u — m). 
Đặt ¡ = 1, 2... n và cộng tất cả các đẳng thức như 
vậy lại. Số hạng cuối cùng khi đó là 2(u — m) x 
x(nm — xị —... — x„). Biều thức này bằng 0 theo định 
nghĩa của m. Do đó, ta có: 

(u— #¡)? + (u— x;)2 +... + (ủ— x„)? = (m — x,)® + 
-+ (m —%*;)? +... + (m — xạ)? + n(u—m)?. 

Từ đó, rõ ràng là: 

(u — Xị)? + (u — Xx;)? +... -+- (u — xạ)? > (m — xị)3 + 
+ (m — x¿) +... + (m — xạ). 

Dấu đẳng thức chỉ xảy ra khi u — m, Đó chính là 
điều mà ta phải chứng minh. 

Phương pháp bình phương nhỏ nhất tồng quát thừa 
nhận một nguyên tắc chủ dạo — cực tiều hóa tồng các 
bình phương — trong mọi trường hợp phức tạp cần 
phải phối hợp một loạt những quan sát cho trước có 
mâu thuẫn chút ít với nhau. Chẳng hạn, ta hình dung 
đä đo được các tọa độ x¿, y¡ của n điềm mà nếu nói về 
mặt lý thuyết phải nằm trên một đường thẳng và giả 
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thiết rằng những diềm thu được bằng thực nghiệm 
như vậy không hoàn toàn nằm trên một dường thẳng. 
Làm thế nào đề chọn một dường thẳng sát với những 
điềm đó nhất? Nguyên tắc chủ đạo dẫn đến thủ thuật 
sau đây (có thể thay thế nó bằng những quy trình khác 
nšu dựa vào những lập luận khác). Giả thử y== ax-+L-b 
là phương trình của đường thẳng phải tìm; bài toán 
của chúng ta bao gồm việc xác định các hệ số a và b. 
Khoảng cách từ đường thẳng tới các điềm x;, y, (đo 
được theo hướng của trục y), bằng y¡ — (ax; -+- b) hay 
Y¡ — AX; — b sẽ có dấu dương hoặc âm tùy theo điềm 
đó nằm ở trên hay ở dưởi đường thẳng. Bình phương 
của khoảng cách đỏ bằng (y¡ — ax¡ — hb)2, Theo nguyên 
tắc cơ bản của phương pháp bình phương nhỏ nhất thì 
ta chỉ cần chọn a và b sao cho biều thức 

(y¡ — axạ — b)2 -† (y¿ — ax¿ — b)?-†-... + (ya — aXa+b)2 
đạt giá trị nhỏ nhất có thể được. Như vậy, ta đi tới 
một bài toán cực tiểu với hai biến a và b. Tuy rằng 
việc nghiên cứu tỉ mỉ bài toán này không có khó khăn 
gì đặc biệt, nhưng sẽ không xem xét nó ở đây. 


§7. SỰ TỒN TẠI CỰC TRỊ. NGUYÊN LÝ ĐIRICHLÊ 


1, Những chú ý chung. Trong một số các bài toán 
cực trị đã xét, chúng ta đã chứng minh được một cách 
trực tiếp là lời giải sẽ cho kết quả tốt nhất trong số 
các khả năng có thể được. Một thí dụ rõ ràng là lời 
giải bài toán về tam giác của Svarx: thấy ngay được 
không có tam giác nội tiếp nào có thể có chu ví nhỗ 
hơn tam giác đường cao. Một số thí dụ loại nảy có 
liên quan rồ rệt với các bất dẳng thức đã viết ở đây, 
chẳng hạn như bất đẳng thức về trung bình cộng và 
trung bình nhân. Song, khi giải một số bài toán khác; 
ta lại không đi theo con đường như vậy. Trước hết; 
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la giả thiêt đã tìm dược lời giái, khi phản tích giả 
thiết đó ta sẽ rút ra được những kết luận có thể 
cho một đặc trưng day đủ cổa lời giải và giúp ta thực 
hiện phép dựng tương ứng với đặc trưng đó, Điều đỏ 
đã xảy ra với bài toán Stâyne và với lời giải thứ hai 
của bài toán Svarx. Hai phương pháp đã n¿éu là khác 
nhau về mặt logic. Phương pháp thứ nhất dược coi 
là hoàn chỉnh hơn vì nỏ cho một chứng mìỉnh có tính 
chất kiến thiết về sự dúng dẫn của kết quả. Phương 
pháp thư hai thì đơn giản hơn nếu căn cử vào lời giải 
thứ hai của bài toán Svarx. Nhưng, nó không phải là 
một chứng minh trực tiềp mà là một chứng mỉnh gián 
tiếp và chủ yếu là bản thân cấu trúc của nó phải có 
điều kiện; chẳng hạn như giả thiết về Sự fồn (ại của 
lời giải. Nó chỉ đẫn đến kết quả cuối cùng khi sự tồn 
tại của lời giải được thừa nhận hoặc được chứng 
minh. Nếu không có tiền đề này thì nó chỉ chứng tỏ 
nếu lời giải tồn tại thì nó sẽ có những tỉnh chất 
như thể. 


o tính có về hiền nhiên của tiền đề về sự tồn tại 
lời giải, trong suốt thế kỷ qua các nhà toán học đã 
khỏng chủ ý đến linh trạng logic vừa nêu và đã cho 
sự tồn tại của lời giải các bài toán cực trị là đương 
nhiên. Một số học giá vĩ đại nhất thế kỷ XIX như 
Gaux, Dirichlê, Riman đã dựa vào mà không phê phán 
các giả thiết kiêu đó đề chứng mỉnh những mệnh đề 
sâu sắc và khó chứng mỉnh được bằng cách khác ở 
trong lĩnh yirc vật lý toán và lý thuyết hàm. Ngay sau 


* Sự cầu thiết về mát .logie của cliững minh sự tồn tại cực 
trị được mình họa bởi nghịch lý sau đây: 1 là số nguyên 
lớn nhất. Đây là chứng minh của nghịch lý này. Giả thử x 
là số nguyên lớn nhất. Nếu giả thiết x >1 thì suy ra x°>x. 
Điều này mâu thuần với giả thiết đã đề ra. Vậy x phải bằng t1. 
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khi Riman còng bố luận văn tiến sĩ của mình thì nảy 
sinh cuộc khủng khoảng về cơ sở của lý thuyết hàm 
biến phức. Tác phầm vắn tẤt này chính là một trong 
những bước tiến vĩ, đại nhất của tư tưởng toán học 
hiện đại. Trong việc giải thích vấn đề, nó là khỏng 
chính thống đến nỗi nhiều người xem thường. Lúc 
nảy, Vaierstrax đã là một giáo sư nồi tiếng của trường 
đại học tổng hợp Berlin và được xem là người sáng 
lập lý thuyết hàm chặt chẽ; với một mối hoài nghỉ 
tích cực, ông đã nhanh chóng phát hiện ra một sơ hở 
về mặt logic mà bản thân tác giả chưa chú ý bồ khuyết. 
Sự phê bình P"có tính chất bác bỏ của Vaierstrax đã 
không làm ảnh hưởng đến lòng tin của Riman vào 
những kết quả mà mình đã tìm ra được. Trong thời 
gian dài, lý thuyết của ông không được thừa nhận. Đột 
nhiên con đường khoa học thần tốc của Riman bị đứt 
đoạn, ông đã chết vì ho lao. Tư tưởng của ông đã 
được một số học trò trung thành ủng hộ và tiếp tục 
phát triền lên. Năm mươi năm sau, Hinbe mới giải 
đáp đầy đủ tất cả những vấn đề mà Riman còn đề lại 
chira giải quyết được. Sự phát triền của một lý thuyết 
toán học thâm nhập sâu sắc vào lĩnh vực vật lý, bát 
đầu tử Riman và sau đó được triền khai vào nửa cuối 
thế kỷ, là một trong những trang chói lọi nhất trong 
lịch sử toán học hiện đại. 

Chỗ yếu trong công (trình của Riman là vấn đề tồn 
tại cực tiều. Riman đã trình bày lý thuyết củá mình 
trên cơ sở của nguyên lý Đirichlê (ông lấy tên thày học 
của mình đề gọi nguyên lý đó: Điricblê đã dùng nguyên 
lý này trong khi giảng bài ở Gơttingen, nhưng không 
viết về nguyên lý đó trong một công trình não cả). Ta 
gia thiết một phần nào đó của mặt phẳng hoặc một 
mặt tùy ý có phủ một lớp thiếc đát mỏng được nối với 
diện cực của một nguồn điện tại hai điềm và có một 
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dòng điện ồn định chạy qua. Tất nhiên, một thí nghiệm 
như vậy sẽ dẫn tới một sự phân phối dòng điện đơn 
trị xác định nào đó. Nhưng đối với một vấn dề toán 
học tương ứng — vấn đề đó cỏ giá trị hàng đầu trong 
lý thuyết hàm và những lỉnh vực khác — thì có gì xáy 
ra? Trong lý thuyết điện thì hiện tượng vật lý mà ta 
đang xét được mô tả bởi «một phương trình vi phân 
đạo hàm riêng với các điều kiện biên». Đỏ chính là 
vấn đề toán học mà ta đề ý đến. Sự có lời giải của nó 
là có lý với lý do đã giả thiết sự tương đương của nó 
với một hiện tượng vật lý. Nhưng không thê lấy giả 
thiết đã nêu làm cơ sở cho một chứng mình toán học 
về sự có lời giải. Có thể phân biệt hai giai đoạn trong 
cách giải quyết bài toán mà Riman đã xét. Đầu tiên 
ông chỉ ra rằng bài toán là tương đương với một bài 
toán cực tiều nào đó: cực tiều hóa một đại lượng nào 
đó biều thị năng lượng của dòng điện bằng một dòng 
nào đỏ có thực (so với các dòng khác phù hợp với các 
điều kiện biến đã qui định). Sau đó, ông đưa «nguyên 
lý Đirichlê» vào như một tiền đề. giả thiết rằng bài 
toán loại này có lời giải. Tuyệt nhiên Himan không 
tìm ra được một sự có lý toán học nào cho tiền đề 
này. Đó chỉnh là diềm mà Vaierstrax đã chỉ trích. Không 
phải chỉ có bản thân sự tồn tại của cực tiều là không 
hiền nhiên mà sau này ta còn thấy rằng vấn đề rất tế 
nhị. Toán học thời ấy còn chưa dược chuẩn bị đầy đủ 
đề giải quyết nỏ mà phải sau vài chục năm nữa nghiên 
cứu nỗ lực mới đạt tới kết quả cuối cùng. 

2. Các thí dụ. Ta minh họa khó khăn đã nảy ra bằng 
hai thí dụ sau đây: 


1. Đánh dấu trên một đường thẳng L bai điềm A và 
B cách nhau khoảng d và đặt bài toán: Tìm một đường 
gấp khúc có độ dài ngắn nhất phát xuất từ A vuông 
góc với L và kết thúc ở B, Vì đoạn thẳng AB ngắn hơn 
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mọi con đường khác nối các điềm A và B, cho nên có 
thề chắc chắn mọi con đường chấp nhận được (thỏa 
mãn các yêu cầu của bài toán) đều có độ dài lớn hơn 
d. Thật vậy, con đường duy nhất có độ dài d là đoạn 
thẳng AB nhưng tại điềm A nó không thỏa mẩn yêu 
eầu về phương cho nện không được chấp nhận. Ta xét 
một con đường chấp nhận được AOB trên H. 222. Nếu 
thay điềm O bằng điềm OQ' nằm gần A hơn, ta có một 
con đường mới chấp nhận được, độ dài của nó khác d 
nhỏ tùy ý. Nghĩa là, nếu có một con đường chấp 
nhận được ngắn nhất thì độ dài của con đường này 
không thể lớn hơn đ, do đó phải đúng bằng d. Nhưng 
ta đã thấy rằng con đường duy nhất có độ dài như 
vậy lại không chấp nhận được. Vậy không có con 
đường chấp nhận được ngắn nhất. Bài toán THÒ HỆ 
có lời giải, 


- Ẻ §$ 
J—— 
£ 
4A 8 


H.222 — 223. Dàng cho vấn đề về sự tồn tại cực tiều, 


2. Giả thử © là một hình tròn nào đó, S là một điềm 
nằm ở phía trên tâm của nỏ cách tâm 1(H. 223). Ta 
xét một tập hợp các mặt giới hạn bởi đường tròn € và 
đi qua điềm S, nhưng nằm «phía trên» hình tròn C 
(với ý nghĩa là không có hai điềm nào khác nhau của 
mặt lại cỏ thể chiếu vuông góc thành cùng một điềm 
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của hình tròn CC). Mặt nào trong tập hợp đó có diện 
tích nhỏ nhất? Câu trả lời khẳng định cho vấn đề này 
không có: không tồn tại mặt chấp nhận được có diện 
tích nhỏ nhất. Nếu như bỏ điều kiện đi qua điềm S 
thì lời giải của bài toán tất nhiên là một đỉa phẳng 
giới hạn bởi đường tròn C, Ký hiệu diện. tích của đĩa 
này là A. Mọi mặt khác giới bạn bởi đường tròn C- 
phải có điện tích Lớn hơn A. Nhưng, có thể chỉ ra 
một mặt chấp nhận được có diện tích khác À ít bao 
nhiêu cũng được. Thực vậy, ta chọn một mặt nón có 
chiều cao bằng ! sao cho điện tích nhỏ hơn một 
số khả bé cho trước. Ta đặt mặt này vào giữa đĩa 
sao cho đỉnh của nó trùng với S. Sau đó xét mặt 
gồm mặt nỏn và phần của đĩa ở ngoài đáy hình 
nón. Rồ ràng mặt được tạo nên bằng cách như vậy 
khác với bản thân đĩa và gần tâm đĩa, sể có diện tích 
lớn hơn A ít hơn mật số cho trước. Vì số này có thể 
tùy ý nhỗ nên cực tiều của điện tích (nếu có) phải 
bằng diện tích A của đĩa. 

Trong các mặt giới bạn bởi chu tuyến C thì chỉ có 
đĩa có điện tích A; song đĩa không đi qua ŠS, nó là mặt 
không chấp nhận được, do đó, bài toán không có 
lời giải, 

_— Ta không cần phải dẫn ra nữa những thí dụ tỉnh tế 
có tính chất ngụy biện do Vaierstrax chỉ ra. Những thi 
dụ,đã dẫn cũng đủ, chứng tổ rằng sự tồn tại các cực 
tiều không phải là khâu tầm thường trong một chứng 
minh toán học. Ta hãy nhìn vào vấn đề đang xét với 
một quan điềm trừu tượng hơn. Ta hình dung một lớp 
xác định nào đó các sự vật, chẳng hạn những đường 
cong hoặc những mặt, Giả thử mỗi stựy vật của lớp đó 
được cho tương ứng với một hàm của sự vàt đó, như 
độ dài hoặc diện tích chẳng hạn. Nếu trong lớp chỉ có 
một số hữu hạn các sự vật thì trong các số tương ứng 
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tất phải có số lớn nhất và số nhỏ nhất. Nhưng khi 
trong lớp có vô số các sty vật thì, nếu mọi số tương 
ứửng đều nẫm giữa bai cận hữu hạn, không bắt buộc 
phải có số lớn nhất và số nhỏ nhất. Trên trục số, một 
tập hợp số được biều thị bởi một tập hợp điềm. Ta 
giả thiết mọi số trong tập hợp đó đều dương. Một tập 
hợp như thế tất phải có ccận dưởi› là số a sao cho, 
trong tập hợp không có số nào nhỏ hơn a và bản thân 
a hoặc thuộc vào tập hợp hoặc sai khác với một phần 
tử nào đó của tập hợp một lượng nhỏ tùy ý. Nếu bản 
thân a thuộc tập hợp thì nó là phần tử nhỏ nhất, Nếu 
không, tập hợp không chửa phần tử nhỏ nhất. Thí dụ, 
tập hợp số 1, 1/2, 1/3... không có phần tử nhỏ nhất vì 
cận dưới Ú không thuộc tập hợp này. Những thí dụ: 
trừu tượng như vậy thể hiện những khó khăn về mặt 
logic có liên quan đến vấn đề tồn tại. Lời giải toán 
học của bài toán cực tiều không thê xem là đầy đủ, 
nếu không xác định được (dưới dạng tường minh hay 
ằần tàng) sự 4ồn tại phần tử nhỏ nhất trong các phần 
tử của tập hợp số được xét có liên quan với bài toán, 


3. Các bài toán cực trị có nội dung sơ cấp. Trong các 
'bài toán có nội dung sơ cấp, muốn giải thích sự tồn 
tại lời giải chỉ cần phân tích cần thận các điều kiện 
(giả thiết). Trong §5 chương VY], ta đã nghiên cửu khái 
niệm tồng quát về tập hợp compăc và đã khẳng định 
rằng một hàm liên tục cho trước trên một tập hợp các 
phần tử nào đó, tất phải đạt được các cực trị đối với 
những phần tử ấy của tập hợp, nếu như tập hợp đã 
cho cỏ tỉnh chất compšce. Trong mỗi bài toán sơ cấp 
đã nêu ở trên thì các phần tử (các số) đem so sánh với 
nhau có thể được xem như giá trị hàm của một hoặc 
nhiều biến ở trong một miền là một tập hợp compắc 
hoặc có thể làm cho nó trở thành một tập hợp như 
vậy (nếu như không làm biến đổi bản chất bài toán) 


22 


http://tieulun.hopto.org 


Trong những trường hợp như thế thì sự tồn tại cực 
trị hoặc cực tiều không có gì đáng ngờ. Ta dừng lại ở 
bài toán Stâyne đề làm thi dụ. Đại lượng cần xét trong 
- bài toán là tồng của ba khoảng cách, tồng này" phụ 
thuộc liên tục vào vị trí của các điềm. Tuy rằng miền 
mà điềm đi động trong đó là toàn bộ mặt phẳng, không 
làm giảm tính tồng quát, ta về dường tròn bán kính 
lớn (gồm toàn bộ hình vẽ) và buộc điềm phải tuân theo 
điều kiện nằm bẻn trong đường tròn hoặc nằm trên 
đường tròn đó. Thực vậy, nếu điềm đi động nằm ở 
khá xa các đỉnh của tam giác thì tổng ba khoảng cách 
tới các cạnh chắc chắn sẽ vượt quá Ál!i-+- AC; đại lượng 
này lại thuộc vào số các giá trị cần so sánh trong hàm 
số của ta. Như vậy, nếu có cực tiều cho bài toán « giới 
nội ›» (khi điềm chịu một sự hạn chế bồ sung) thì cũng 
có cực tiều cho bài toán vô tận. Mặt khác, có thề nhận 
thấy dễ dàng mọt tập hợp gồm các điêm ở bên trong 
hình tròn hoặc ở trên biên của nó là tập hợp compắc. 
Như vậy, sự tồn tại cực tiều trong bài toán Stâyne đã 
được chứng minh. Thí dụ sau đây cho ta thấy rõ tính 
chất compăc của miền biến thiên của biến độc lập là 
quan trọng như thế nào. Nếu cho trước hai đường 
cong kin C¡ và C thì bao giờ cũng có thể tìm được bai 
điềm P¡ và P¿ tương ứng trên C¡ và Cạ sao cho khoảng 
cách giữa chúng là cực tiều và hai điềm Q( và Q¿ sao 
cho khoảng cách giữa chúng là cực đại. Thực vậy, 
khoảng cách giữa điềm A¿ (trên ÖC,) và điềm A; (trên Ca) 
là một hàm liên tục cho trên một tập hợp compắc mà 
các phần tử của nó là cặp điềm A,, A;. Nếu các đường 
cong cho trước không kín mà ra xa vô tận thi bài toán 
có thề không cỏ lời giải. Trên H. 224 có vẽ hai đường 
cong như vậy mà khoảng cách giữa hai điềm tương 
ứửng không đạt tới cực đại và cũng không đạt tới cực 
tiều. Ở đây, cận dưới của các khoảng cách bằng 0, còn 
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cận trên là vô tận. 

Trong những trường w = 
hợp khác thì tồn 

tại cực tiều nhưng ° 

không tồn tại cực ¬ Ta. 


đại. Chẳng bạn, dối 


với hai nhánh của H.221. Các đường cong giữa chúng 


e0 ằng cách nhỏ nhất và 
hypebol thì tại các KHUNG che "“ lkoàu ợ 


đỉnh A và A', khoảng 
cách sẽ đạt tới cực tiều; tuy nhiên, không thể nào chỉ 
ra hai điềm mà khoảng cách là cực đại. 

Dễ nhận thấy nguyên do của sự khác nhau giữa hai 
thi dụ trên. Muốn vậy, cần hạn chế miền biến thiên 
của các biến. Ta lấy một số dương R tùy ý và hạn chế 
hoành độ các điềm bằng điều kiện | x | < R. Như vậy, 
sẼ có cực đại và cực tiều cho cả hai bài toán. Trong 
trường hợp thứ nhất, đạt được cả cực đại và cực tiêu 
ở trên biên của miền dù R thế nào. Khi tăng R lên vô 
hạn thì các điềm tương ứng chạy ra xa vỏ tận, Trái 
lại, trong trường hợp thứ hai thì khoảng cách cực tiêu 
đạt được ở bên trong của miền và các điềm tương ửng 
là bất động khi HR tăng. 

4. Khó khán nảy ra trong những trường hợp phức 
tạp hơa. Nếu ta không gặp khó khăn gì đảng kể trong 
vấn đề về sự tồn tại cực trị trong các bài toán sơ cấp 
một biến, hai biến hoặc nói chung một số hữu hạn 
biến thì trong bài toán Đirichiê hoặc ngay trong những 
bài toán đơn giản hơn tình hình sẽ hoàn toàn khác. 
[L,ỷ do là miền biến thiên của biến độc lập không com- 
pc, hoặc hàm được xét là không liên tục, Irong thí 
dụ thứ nhất của mục 2 ta có tập hợp các con đường 
AO'B, trong đó O`' dần đến A. Với giả thiết của bài 
toán thì tất cả những con đường như vậy là chấp nhận 
được nhtt nhau. Nhưng khi tởi giới hạn con dường 
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AO*Ö chuyền thành đoạn thẳng Al3, bản thân đoạn này 
lại là một con đường không chấp nhận được. Tập hợp 
các con đường chấp nhận được trong thí dụ này tương 
tự như tập hợp số 0 < x<‹¿ 1. Đối với tập hợp số này 
thì định lý Vaierstrax về cực trị sẽ không có biệu lực. 
Vị trí của các sự vàt trong thi dụ thứ bai cũng vậy: 
nếu các hình nón càng ngày càng bẹt hơn thì dãy các 

mặt tương ửng sẽ chuyển qua giới hạn là đĩa cùng với 
đường vuông góc dựng đứng lên và tận cùng bởi điểm 
S. Nhưng hình hình học giới hạn này đã không thể là 


mặt « chấp nhận được » vì tập hợp các mặt « chấp nhận 
được » là không compắc. 


H.255. Sự xấp xỉ một đoạn thẳng bằng những 
đường gấp khúce 


Ta xét độ đài một đường cong đề làm thí dụ cho 
trường hợp hàm không liên tục. Không thề coi độ dài 
đường cong là hàm của mỳ)t số hữu hạn biến, bởi vì, 
về toàn bộ mà xét đường cong không thê được xáo 
định bởi một số hữu hạn « các tọa độ » và sự phụ thuộ € 
của độ dài đường cong với bản thân đường cong không 
phai là liên tục. 

Muốn thấy rõ điều này, cần nối hai điềm A và l3 cách 
nhau một khoảng d bởi đường gấp khúc Pạ tạo với 
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đoạn AB thành n tam giác đều. Từ H.225 ta thấy rõ 
rằng độ dài Pạ với n tùy ý bằng đúng 2d. Bây giờ ta 
xét dãy các đường gấp khúc Ð,, P¿;... Các khúc của Ùạ 
giảm dần độ cao, số lượng của chúng tăng lên và rõ 
ràng đường gấp khúc P„ạ chuyền qua giới hạn thành 
hai đoạn thẳng AB không còn dấu vết của « đường gắp 
khúc », Nhưng độ dài P, luôn luôn bằng 2d với mọi n, 
trong khi đó độ dài của đoạn giới hạn AB chỉ bằng d. Bởi 
thế độ dài đường cong sẽ không phụ thuộc liên tục 
« vào bản thân đường cong ». 

Tất cả các thí dụ đã nêu chứng tỏ phải hết sức dè 
đặt khi nghiên cứu vấn đề về sự tồn tại lời giải của 
các bài toán cực trị trong những trường:hợp phức tạp. 


§8. BÀI TOÁN BẰNG CHU 


Trong tất cả các đường cong kín có độ dài cho trước, 
đường tròn bao một phần có điện tích lớn nhất — đó 
là một trong những sự kiện « hiền nhiên › của toán học 
mà việc chứng minh chúng một cách chặt chể chỉ có 
thề thực hiện được bằng những phương pháp mới nhất. 

Ta bắt đầu từ giả thiết tồn tại lời giải của bài toán, 
Ta lại giả thiết thêm lời giải là một đường cong Ô nào 
đó có độ dài L bao một phần 
có diện tích cực đai. Dễ chứng 
mình đường cong Ê phải lồi, có 
nghĩa là một đoạn thẳng nối hai 
điềm tùy ý của C phải nẫm trong 
C. Nếu đường cong C không lồi 
thi như H. 226 đã chứng tỏ, có 
thể chỉ ra một đoạn OP mà các ` : 
điềm mút của nó hoặc nằm trên "356 Tăng Eio-củún 
C hoặc ở ngoài C. Cung OQ}'P nà lời giải ThS 
là đối xứng của cung OQP đối đẳng chu. 
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với OP sẽ tạo với cung ORP một đường cong có độ 
đài L. Đường cong này bao mộ diện tích lớn hơnftiện 
tích bao bởi đường cong C vì nó chửa diện tích phụ Í 
và II. Điều này mâu thuẫn với giả thiết cho rằng đường 
cong © bao một điện tích lớn nhất. Vậy, đường cong C 
phải lồi, Bây giờ ta lấy hai điềm A, B bất kỳ chia 
đường cong € (là lời giải của bài toán) thành hai cung 
đài bằng nhau. Lúc này đoạn AB sẽ chia miền giới hạn 
bởi đường cong C thành hai miền tương đương. Thực 
vậy, nến diện tích hai miền không bằng nhau thì có 
thể đối xứng miền có điện tích lớn qua AH (h.227) và 
có được mọt đường cong kín có độ dài L bao phần lớn 
hơn phần diện tích bao bởi đường cong Ê. Suy ra; 
mọi đường cong không kín là một nửa (về độ đài) 
đường cong C là lời giải của bài toán sau đây : Tìm 
một cung có độ dài L/2 cỏ các mút ÀA và B cùng với 
đoạn AB bao một diện tích cực đại. Ta chứng minh lời 
giải của bài toán này là một nửa đường tròn. Giả thử 
cung AOB là lời giải của bài toán mới. Ghỉ cần chứng 
minh rằng mọi góc nội tiếp, ÃOB chẳng hạn (h.228), 
đều vuông, tử đó suy ra cung AOB là nửa đường tròn. 
Ngược lại, ta giả thiết góc AOl3 không vuông. a thay 





H.227. Dùng cho chứng minh H-22§. Dùng cho chứng 
lời giải của bài toán đẳng chủ minh lời giải bài toán 
đẳng chu. 
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thế tam giác AOI bằng tam giác khác cũng có các canh 
OA, OB nhưng góc xen giữa là 909, lúc này độ dài cung 
AOB vẫn như thế (L/2), hình có gạch gạch không thay 
đồi. Nhưng diện tich tam giác AOH tăng lên vì tam giác 
có hai cạnh chớ trước sẽ có điện tích cực đại khi xen 
giữa hai cạnh đỏ là góc vuông. Vậy cung AOlD mới 
(H.229) cùng với đoạn AB sẽ bao một điện tích lớn hơn 
diện tích ban đầu. Mâu thuẫn này dẫn đến kết luận: 
Với mọi điềm O trên cung AOB đang xét thì góc AOB 
phải vuông. Chứng minh đã kết thúc: lời giải của bài 
toán đẳng chu là đường tròn. 

Có thể biều thị tính đẳng 
chu của đường tròn dưởi 
dạng bất đẳng thức. Nếu 
L là độ dài đường tròn thì 
phần diện tich nó bao là 
k-SẾ . Vì thế với mọi đường 
ám H. 229. Dùng cho chứng minh 
cong kin phải có bất đẳng lời giải bài toán đẳng chu. 
thức đẳng chu sau đây liên 
hệ độ dài của đường € với diện tích ÀA mà nó bao: 

2 
th” 
Đẳng thức sẽ chỉ xẩy ra trong trường hợp C là đường 
tròn, 

* Từ những sự kiện trong § 7, ta thấy rõ chứng 
minh của Stâyne chỉ có ý nghĩa quy ước: « Nếu đường 
cong ©Œ độ đài L bao một diện tích cực đại thì đường 
cong đó là đường tròn ». Muốn xác nhận sự đúng 
đắn của tiền đề đã nẻu, cần phải có một lý lẽ khác, 
Trước hết, ta sẽ chứng minh một định lý có nội dung 
sơ cấp: Trong tất cả các đa giác kin P với số chấn 
cạnh 2n và có chu vi cho trước, thì đa giác đềa 2n 
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cạnh có điện tích lớn nhất. Chứng minh cũng được tiến 
hành theo mẫu của ;hứng minh Stâyne đã nêu ở trên 
nhưng có những thay đồi sau: Vấn đề tồn tại lời giải 
ở đây không gây nên khó khăn gì. Chu vi và điện tích 
của đa giác 2n — cạnh phụ thuộc liên tục vào 4n tọa 
độ các đỉnh của nó và không hạn chế tính tồng quát, 
có thể làm cho miền biến thiên của những tọa độ này 
(trong không gian án — chiều) trở nên ceompăc. Như 
vậy ta có thề bắt đầu từ khẳng định một đa giác 2n — 
cạnh P nào đó là lời giải của bài toán đang xét, rồi 
phân tích tính chất của nó. Cũng như trong chứng 
minh của Stâyne ta chứng mình 
P là đa giác lồi. Sau đó ta chứng â 
mỉnh tất cả 2n cạnh bằng nhau, 2.77 ¿ 
Ngược lại, giả sử hai cạnh kềAB „ = “ i Ầ 

và BC có độ dài khác nhau; khi 

đó có thể cắt tam giảc ABC ra khỏi Í : 


đa giác P và thay nó bằng tam  / 
giác cân AB'C với AB'— H'C -+- BC 
và có diện tích lớn hơn (xem § |). 

Lúc này ta có đa giác P' có cùng 

chu vi nhưng có diện tích lởnhơn -H‹ 230. Dùng cho 
điện tích đã giả thiết. Vậy mọi Ta 
cạnh của P phải bằng nhau. Còn Shh 

phải chứng minh đa giác là đa 

giác đều. Muốn vậy: chỉ cần chứng mình P nội tiếp 
được trong một đường tròn. Chứng minh được tiến 
hành tiếp tục như chứng minh của Stâyne. Trước 
hết ta xác nhận rằng mọi đường chéo nối các đỉnh 
đối diện sẽ chia diện tích thành hai phần bằng nhau. 
Sau đó, ta chứng minh tất cả các đỉnh của một trong 
những đa giác tạo ra được khi cắt theo các đường 
chéo đều nằm trên cùng một đường tròn. Đề nghị bạn 
đọc thực hiện tỉ mỉ các chứng minh đó đề luyện tập. 


# 
Pu 
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Sự tồn tại lời giải của một bài toán đẳng chu sẽ được 
chứng minh nhờ chuyền qưa giới bạn: khi tăng vô hạn 
số cạnh 2n của đa giác P nó chuyền qua giới hạn là 
đường tròn. Tất nhiên sự chuyền qua giới hạn này 
cũng sẽ cho ta bẩn thân lời giải. 

Lập luận của Stâync không thuận tiện cho chứng 
minh tỉnh đẳng chư của hình cầu trong không gian ba 
chiều. Chính Stâyne đã nêu ra một cách giải khác phức 
tạp hơn cho bài toán này và dùng được trong trường 
hợp ba chiều. Ta sẽ không trình bày ở đây vì dựa vào 
cách giải đó ta không chứng minh được sự tồn tại của 
lời giải. Nhìn chung, chứng minh tính đẳng chu của 
hình cầu khó hơn nhiều so với chứng minh tính chất. 
này của dường tròn. Sau này G.A. Svarx đã trình bày 
đầy đủ và khả chặt chẽ chứng mỉnh này trong mội tác 
phầm khỏ đọc. Tinh chất vừa nêu được biều thị dưới 
dạng bất đẳng thức 

36xv2 < A? 


trona đó Ạ là diện tích mặt kín, V là thể tích mà nó 
bao ; đẳng thức chỉ xảy ra đối với mặt cầu. 


§9. CÁC BÀI TOÁN CỰC TRỊ VỚI CÁC ĐIỀU KIỆN BIÊỀN 


Sự liên hệ giữa bài toán Siâyne pà bài toán đẳng chu. 

Lời giải các bài toán cực trị sẽ có những nét riêng 
nếu miÊn các giá trị của biến phụ thuộc những điều 
kiện biên. Định Iỷ Vaierstrax (khẳng định trong miền 
compăc thì một hàm liên tục sẽ nhận giá trị lớn nhất 
và nhỏ nhất) không loại trừ khả năng là những giá trị 
này sể đạt tới cực trị ở trên biên của miền. Có thể 
dùng hàm u = x làm một thí dụ đơn giản, tầm thường. 
Nếu x biến thiên tử — œ đến -+- œ và không bị hạn chế 
gì thì miên B của biến độc lập là toàn bộ trục thực. 
Từ đó dễ hiều hàm u = x không có giá trị lớn nhất vả. 
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giá trị nhỏ nhất, Nhưng nếu miền B giới nội bằng bất 
đẳng thức 0 < # <\ 1 chẳng hạn, hàm đỏ sẽ có giá trị 
lớn nhất là 1 tại mút phải của đoạn và có giá trỊ nhỗ 
nhất là Ú tại mút trái Nhưng những cực trị này SẼ 
không tương ứng với edỉnh» hoặc các thung lũng» 
của đồ thị hàm số đang xét. Nói cách khác, đó là 
những cực trị của các lân cận không có «hai phía ». 
Nằm tại các đầu mút của một đoạn, chúng sẽ di đ`ng 
khi mở khoảng đang xét. Nếu đề cập đến « đỉnh » hoặc 
«thung lũng» thực sự của đường cong thì tính chất 
cực trị sẽ thuộc về một lân cận đầy đủ của điềm đang 
xét. Những di chuyền không lớn của biên không ảnh 
hưởng đến cực trị. Thậm chí loại cực trị này còn được 
bảo toàn khi biến thay đôi tùy ý trong toàn bộ miền B 
hoặc ít nhất trong một lân cận đủ nhỏ nào đó của một 
điểm. Cần làm rõ sự khác biệt giữa cực trị ‹ tự do » và 
cực trị «biên » trong những tình huống khác nhau. Đối 
với hàm một biến thì sự khác biệt có liên hệ chặt chẽ 
với tính đơn điệu hoặc không đơn điệu của hàm, vì 
thế không có gì cần lưu ý đặc biệt. Nhưng đổi với 
hàm nhiều biến thì cần chủ ý nhiều hơn đến các điều 
kiện đạt cực trị trên biên của một miền. 


Chẳng hạn, ta hãy xét bài toản Svacx về tam giác. Ở 
đây, miền biến thiên của ba biến độc lập gồm bộ ba 
điềm P, Q, lì nằm trên các cạnh tương ứng của tam 
giác ABC. Lời giải của bài toán mang tính chất loại 
trừ: hoặc đạt tới cực tiều với điều kiện mỗi điềm P, 
Q, R chuyền động đọc lập với nhau nằm trên các cạnh 
tương ửng của tam giác (lúc này lời giải là tam giác 
đường cao) hoặc đạt tởi cực tiêu «ở trên biên » nếu 
hai điềm nào đó trong ba điểm Ð, Q, R trùng với đầu 
mút chung của hai cạnh kề (lúc này etam giác » cực 


c4 


http://tieulun.hopto.org 


tiêu chính là hai lần đường cao của tam giác đã cho). 
Đặc tinh của lời giải tủy thuộc ở khả năng nào trong 
hai khả năng đó sẽ xảy ra. 

Trong bài toán Stâyne về ba «làng › thì miền biến 
thiên của điềm P là toàn bộ mặt phẳng mà ba điềm 
A, B, € cho trước có thề được coi là các biên. Có thể 
có hai khả năng làm cho lời giải khác nhau về cơ bản: 
hoặc đạt tới cực tiêu ở bên trong tam giác ABC (lúc 
này có ba góc bằng nhau đỉnh P) hoặc đạt tới crrc tiều 
tại một đỉnh — một trong các điềm biên của miền biến 
thiên. Đối với bài toán bồ sung cũng có những khả 
năng loại trử nhau tương tự. 

Cuối cùng, ta xét một bài toán đẳng chu với các điều 
kiện biên. Trong thí dụ này ta sẽ xác lập mối liên hệ 
đặc biệt giữa bài toán đẳng chu và bài toán Stâyne 
và đồng thời, ta sẽ gặp một thí dụ đơn giản nhất về 
bài toán cực trị loại mới, Trong bài toán đẳng chu ban 
dầu thì đường cong kin có độ đài cho trước đóng vai 
_biến độc lập, có thề. biến dạng tùy ý khác với đường 
tròn, Đồng thời, mọi đường cong thu được bất kỳ đều 
là đường cong «chấp nhận được». Như vây, đường 
tròn sẽ cho ta một cực tiều tự do thực sự. Hài toán 
được cải biên có yêu cầu bồ sung sau đây : Những 
dường cong C chấp nhận được phải bao trong chúng 
những điềm P, Q, R cho trước (hoặc phải đi qua. ba 
điêm đớ). Cũng như bài toán trước, diện tích Á được 
coi là cho trước, cần phải cực tiều hóa độ đài L, Trong 
trường hợp này, ta có điều kiện «biên» theo đúng 
nghĩa của từ đó. 

Rõồ ràng, khi A đủ lớn, ba diềm P, Q, R không có 
ảnh hưởng øì đến lời giải của bài toán. Thực vậy, nếu 
A lớn hơn (hoặc bằng) diện tích hình tròn ngoại tiếp 
tam giác DQI\ thì lời giải chính là đường tròn chứa 
các điềm đó. Điều gì sẽ xây ra trong trường hợp ngược 
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lại. Ta chỉ nêu kết quả mà không chứng mỉnh đù rằng 
chứng minh là hoàn toàn sơ cấp. Ta sẽ xác định lời 
giải của bài toán với giả thiết A nhỏ dần và cuối cùng 
dần tới 0. Nếu A nhỏ hơn điện tích hình tròn ngoại 
tiếp thì đường tròn đẳng chu sẽ trở thành ba cung 
tròn có cùng bán kính tạo thành một tam giác lồi có 
các đỉnh P, Q, R (H.232). Tam giác này là lời giải của 
bài toán, nó được xác định hoàn toàn bởi giá trị bằng 
số của A. Khi A giảm, bán kính của cung sẽ tăng lên 
và cũng được kéo thẳng ra. Khi A bằng diện tích của 
tam giác PQFI thì lời giải là bản thân tam giác đó. Nếu 
Á nhỏ đi nữa thì một lần nữa ta lại được tam giác 
gồm ba cung cùng bán kinh nhưng phần lồi chuyền 
vào trong tam giác mà các đỉnh hay nói đúng hơn các 
« vòi » của nó là P, Q, R (H.233). Nếu tiếp tục giảm A 
thì sể đến lúc hai cung tròn chắp nối nhau tại một 
điểm nào đỏ R và sẽ tiếp xúc với nhau. Nếu tiếp tục 
thì sẽ không còn các tam giác như vậy nữa, lúc này sể 
xuất hiện một hiện tượng mới : lời giải sẽ là một tam 
giác lỗm gồm ba cung, nhưng một « vòi › R' của nỏ sẽ 
tách khỏi điềm R, lúc này lời giải là tam giác cong 
PQR' cùng với đoạn thẳng RR' «được tính hai lần ». 
Đoạn này tiếp xúc với hai cung tròn chắp nối nhau ở 
điềm R', Khi A giảm đi nữa thì c các vôi» sẽ tách ra 
ở các đỉnh khác nhau, Khi A dương đủ nhỏ ta sẽ cỏ 
một tam giác đều gồm ba cunz tròn cùng với các đoạn 
P'D, Q°Q, R'HR (H.234) « được tính hai lần ›. Cuối cùng, 
khi A dân tới 0 thì tam giác nói trên trở thành một 
điềm. Như vậy, lời giải của bài toán Stâyne là trường 
hợp tới hạn của bài toán đẳng chu mở rộng (theo 
phương pháp nêu trên). 


Nếu ÐP, Q, H lập thành một tam giác tù có góc 1209 
hoặc lớn hơn thì khi A dần tới 0, ta cũng có lời giải 
của bài toán Stâyne, bởi vì rút cục các cung tròn sẽ 
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dinh liền với các cạnh của góc tù, Tương tự, bằng cách 
cho bài toán đẳng chu qua giới hạn, cũng có thể thu 
được lời giải của bài toán Stâyne mở rộng (xem 
H. 216 — 218) 





£ e 


H.231 — 235. Các hình đẳng chu cho lời giải của bài toắn StAyne 
khi tới giới hạn. 


§¡0, PHÉP TÍNH BIỂN PHÂN 


1. Mờ đàø, Bài toản đẳng chu là một thí dụ cồ nhất 
trong một lớp rộng lớn các bài toản quan trọng đã 
được Iôhen Becnuli chủ ý đến từ năm 1696 trong « Acta 
Eruditorum » một tạp chí khoa học xuất sắc thời đó. 
Ông đã đề ra bài toán «về đường đẳng thời › sau đây. 
Một phần tử vật chất trượt không ma sát theo một 
đường cong nối một điềm A nằm phía trên với một 
điềm B nẫm phía dưới. Giả thiết không có le nào tác 
dụng lên phần tử, ngoài trọng lực. Cần xác dịnh xem 
đường cong C phải thế nào đề thời gian đi từ A xuống 
H là nhỏ nhất. Dễ nhận thấy thời gian cần đi từ Á đến 
B phụ thuộc vào việc lựa chọn con đường. Đoạn thẳng 
sẽ không bảo đảm cho thời gian nhỏ nhất, dối với các 
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cung tròn hoặc các đường cong sơ cấp khác cũng vậy, 
Becnuli tuyên bố rằng ông đã có được lời giải lý thú 
cho bài toán đặt ra, nhưng chưa muốn công bố lời giải 
đó vì còn muốn các nhà toán học lớn nhất thời bấy 
giờ tập trung sức vào các bài toán mới. Đặc biệt, ông 
đã thách thức với người anh cả Iacôp của mình, người 
mà ông đã có quan hệ thù địch rỗ ràng và đã mệnh 
danh_.công khai là người vô học. Tính chất đặc biệt 
của các bài toán về đường đẳng thời đã được thế giới 
toán học nhanh chóng đánh giá cao. Trước đó, những 
bài toán đề cập đến vấn đề cực Liều hóa một đại lượng 
phụ thuộc một hoặc nhiều (hữu hạn) biến bằng số đã 
được nghiên cứu nhờ phép tính vỉ phân. Trong bài toán 
này, đại lượng được xét — thời gian đi xuống — phụ 
thuộc vào toàn bộ 
Mĩ đường cong, đây 
là chỗ khác biệt 
quan trọng. Vì lẽ 
đó, bài toán về 
H.336. Xyclôid. đường dẳng thời 
không thêềgiải 
được bằng phương pháp vi phân hoặc một phương 
pháp nào khác dã biết trong thời gian đó. 

Cái mới trong bài toán đặt ra (chắc hẳn, thời đó người 
ta chưa nhận thức được chứng mìỉnh tính chất đẳng 
chu của hình tròn cũng là vấn đề có bản chất như vậy) 
đã thu hút những người cùng thời với Becnuli, nhất là 
khi đã thấy rằng lời giải của bài toán là đường Xyclôid, 
một đường cong mới được phát hiện cách đó không 
lâu (nhắc lại định nghĩa Xyclòid: là quï đạo chuyền 
động của một điềm nằm trên một đường tròn lăn nhưng 
không trượt trên một đường thẳng (H.236). Trước đây, 
đường cong này đã có liên quan đến những bài toán 
lý thú có nội dung cơ học, đặc biệt với việc chế tạo 
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con lắc lý tưởng). luygcnx đã chứng mình rằng nếu 
vật năng (điềm) thực hiện một chuyền động đao động 
(không ma sát, dưởi tác dụng của trọng lực) theo 
một Xyclỏid nằm trong mặt phẳng thẳng đứng thì chu 
kỷ dao động không phụ thuộc vào biên độ. Trải lại, 
trên một cung tròn là quï đạo chuyền động của con lắc 
thông thường thì sự độc lập như vậy chỉ có tính chất 
gần đúng. Trong trường hợp này ta thấy cung tròn 
không thích hợp cho việc chế tạo các đồng hồ chính 
xác. Do đó mà Xyclôid còn có tên gọi là đường đẳng 
thời. 

2. Phép tính biến phân — nguyên lý Fecema trong 
quang học. Trong số những phương pháp khác nhau đẻ 
giải bài toán đẳng thời của anh em Becnuli và của các 
học giả khác, ta chọn đề trình bày ở đây một trong 
những phương pháp cỗ nhất xét về mặt lịch sử. Những 
phương pháp đầu tiên có tính chất chuyên biệt ở mức 
độ nào đỏ, chúng phù hợp hơn với các bài toản riêng. 
Nhưng ngav sau đó Ơle và Lagrănzg (1736 — 1813) đã 
tìm ra những phương pháp tồng quát hơn đề giải các 
bài toán cực trị mà các yếu tố độc lập không những 
chỉ là một hoặc nhiều (hữu hạn) các biến bằng số mà 
còn là một đường conu hoặc một hàm xét trong toàn 
bộ hoặc thậm chỉ một hệ thống các đường cong (các 
hàm). Phương pháp mới đề giải các bài toán loại này 
có tên gọilà phép tính biền thuộc. 

__ Rhông thể trình bày ở đây ngành toán học này về 
phương diện kỹ thuật của nó cũng như phân tích sâu 
sắc những bài toán riêng biệt thuộc loại này. Phép tính 
biến phân có nhiều ứng dụng trong các lý thuyết vật lý. 
Từ lâu, người ta đã nhận thấy các hiện tượng thiên nhiên 
thường tuân theo“những nguyên lý cực trị nào đó. Như 
ta đã thấy, Hêrôn đã nhận ra sự phản xạ của tỉa sáng 
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trên gương phẳng được mô tả đầy dủ dựa trên nguyên \ÿ 
cực tiểu, Ngay trong thế kỷ XVII, sau khi nhận thấy 
đính luật khúc xạ ảnh sáng cũng được biều thị một 
cách tuyệt đẹp bằng ngôn ngữ của nguyên lý cực tiểu, 
lfecma đã làm như sau: ta biết rất rõ rằng khi tia sáng 
đi từ một môi trường đồng chất này qua một môi trường 
đồng chất khác thì đường đi của nó sẽ thay đồi 
phương. Chẳng hạn, một tia sáng đi từ điểm P (H.237) 
ở trong môi trường bên trên 
có vận tốc v tới điềm R ở 
trong môi trường bên đưởi có 
vận tốc w sẽ đi theo đường gấp 
khúc PQñ. Xncliux (1591 — 
1626) đã phát biều một định 
luật mà ông rút ra được từ 
thực nghiệm, theo đỉnh luật 
H. 237. Sự khúc xạ của? — này thì đường đi gồm hai đoạn 











tin cHình thẳng PQ và QH tạo với pháp 
tuyến các góc a và z' sao cho sở-Ia. St „ Nhờ phép 
sin œ wW 


tính vi phân, Feema đã xác nhận đường ởđi này có tính 
chất là thời gian để tia sáng đi từ P đến R là cực tiêu, 
tức là nhỏ hơn thời gian cần để đi theo một con đường 
bất kỳ nào khác từ P đến R. XI là, sau mười sáu thế 
kỷ định luật phản xạ ảnh sáng của Hêrôn mới được bồ 
sung bởi định luật khúc xạ ánh sáng tường tự với nô 
và cũng có tầm quan trọng như vậy. 

Fecma đã khải quát định luật này cho trường hợp 
các mặt cong ngăn cách giữa hai môi trường, chẳng 
hạn như mặt cầu của những thấu kinh. Trong trường 
hợp này có, lề tỉa sáng cũng đi theo con đường mà 
thời gian cần đi nhỏ hơn một con đường bất kỳ khác. 
Cuối cùng, Fecma đã xét một hệ quang học bất kỳ trong 
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đó vận tốc ánh sáng thay đồi từ điềm này tẻi điềm 
khác theo một qui luật xác định, chẳng hạn như trong 
khi quyền, Ông đã phân chia một mòi trường không 
đồng chất liên tục thành những lớp mỏng mà trong 
mỗi lớp như thế thì vận tốc ánh sảng gần như không 
đồi và coi nó như là một môi trường mới — một môi 
trường tưởng tượng trong đó vận tốc ánh sáng thực sự 
không đôi trong phạm vi mỗi lớp. Trong những điều 
kiện như vậy, ta có thề áp dụng nguyên lý trên khi 
chuyển từ mỗi lớp đến lớp tiếp sau. Sau đó, với giả 
thiết bề dày mỗi lớp dần tới 0, ta có nguyên lý tồng quái 
của quang hình học (ngày nay có tên là nguyên lý Fec- 
ma): Trong một môi trường không đồng chất, tỉa sảng 
đi từ điềm này tới điềm khác theo một con đường sao 
cho thời gian cần thiết là nhỏ hơn khi nó đi theo một 
con đường bất kỳ nào khác. Nguyên lý này rất có ích 
không những về mặt lý thuyết mà còn về mặt thực 
tiễn. Trong quang hình học, khi thực biện công cụ kỹ 
thuật của phép tính biến phân, nguyên lý này được sử 
dụng như vũ khi cơ bản đề tính toán các hệ thống thấu 
kinh. 

Sau đấy, những nguyên lỷ cực tiều đã trở nên những 
nguyên lý thống trị trong nhiều lĩnh vực khác nữa của 
vật lý. Chẳng hạn, người ta đã nhận thấy sự cân bằng 
bồn của một hệ thống cơ học sẽ dạt được trong một sự 
sắp đất để cho « thế năng » là cực tiêu, Thí dụ, ta xét 
một dây xích đồng chất uốn cong được tùy ý, bị treo 
ở hai đầu và chịu tác dụng của trọng lực. Khi đó, dây 
xích sẽ có một vị trí mà thể năng của nó là nhỏ nhất. 
Trong trường hợp này, thế năng phụ thuộc vào độ 
Cao của trọng tìm so với một trục không đồi nào đỏ. 
Đường eong tạo nên bởi dây xích treo tự đo được gọi 
là đường dáy xích mà hình dạng có phần nào giống 
Parabol. 
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Không phải chỉ có định luật cân bằng mà định luật 
chuyền động cũng tuân theo các nguyên lý cực trị. 
Lần đầu tiên Ởle đã nảy ra những quan niệm rõ ràng 
về những nguyên lý này, khi mà những người có xu 
hướng thiên về tư duy tư biện mang tính chất triết 
học và thần bí như Môpectin (1698 — 1759) chẳng hạn, 
đã không diễn đạt được về mặt toán học chính xác vì 
bị hạn chế ở những ý kiến mơ hồ về vấn đề «sự điều 
chỉnh thần bi các hiện tượng vật lý bởi những nguyên 
lý tông quát của sự hoàn thiện tối cao ». Các nguyên lý 
biến phân của Ơle trong lĩnh vực vật lý đã được nhà 
toán học người Irland Hamingtôn (1805 — 1865) phát 
biện lại và mở rộng thêm, Sau này chúng đã trở thành 
công cụ mạnh trong những lĩnh vực như cơ học, 
quang học, điện học và các ngành khoa học kỹ thuật 
khác nhau. Các lý thuyết vật lý mới — lý thuyết tương 
đối và lý thuyết lượng tử — cũng là những thí dụ thề 
hiện đầy đủ giá trị các phương pháp của phép tính 
biến phân. 


3. Lời giải bài toán về dường đâng thời của Ïlacôp 
Becnuli 

Phương pháp đầu tiên được áp dụng đề giải bài 
toán về đường đẳng thời của lIacôp HBecnuli có thề 
trình bày được với những phương tiện toán học tương 
đối đơn giản. Ta chọn một sự kiện đã biết trong cơ 
học làm căn cử, đó là sự kiện một phần tử vật chất 
bắt đầu di từ điểm A với vận tốc O và trượt xuống 
dưởi theo một dường cong bất kỳ € đến một điềm P 
nào đó với vận tốc tỉ lệ với đại lượng Ƒƒ b, trong đó 
h là khoảng cách (tính theo phương thẳng đứng) từ P 


đến điểm A, Nói cách khác, ta có hệ thức v = cÝh, 


72 


http://tieulun.hopto.org 


trong đó c là hệ số 
hằng số. Ta biến đồi bài BƠ 
toán đang xét một chút. : 
la phân chia bằng -— 
tưởng tượng không gian 
thành một tập hợp các 


lớp nằm ngang, mỗi lớp _ 
có bề dày d và giả thiết H.238. Dùng cho hài toán 
vận tốc của phần tử đường đẳng thời 


biến đồi không liên tục 
mà có những bước nhảy không lớn khi chuyền từ lớp 
này sang lớp kia; tức là trong lớp thứ nhất trực tiếp 
chứa điềm A vận tốc bằng c Ý d, trong lớp thử bai 
vận tốc là cƒ2d , cuối cùng trong lớp thứ n 
là cVý nd = cVh, trong đó h là khoảng cách từ Ð 
đến A tính theo phương thẳng đứng (H. 238). Trường 
hợp này, bài toán của chúng ta có số biến hữu hạn. 
Trong phạm vi mỗi lớp, đường đi của phần tử phải là 
đường thẳng. Không có vấn đề tồn tại cực trị, lời giải 
phải là đường gấp khúc, chỉ cần xác định các góc ở. 
đỉnh của nỏ, Theo nguyên lý cực tiều của sự khúc xạ 
đơn giản ở trong mỗi cặp lớp kề nhau, chuyền động 
từ P đến R qua Q phải sao cho nếu cố định P và R thì 
điềm Q sẽ tương ứng với thời gian nhỏ `nhất. Từ đỏ 
suy ra «định luật khúc xạ » sau đây: 

Ssina  sin ø' 

Vnd .VW(n+l1)đ 
Lặp lại lập luận này, ta được một dãy đẳng thức 

"== ` -. @) 
va /2d- | 
trong đỏ zạ là góc giửa phương của đường đi trong lớp 
. thử n và phương thẳng đứng. 





73 


http://tieulun.hopto.org 


Sau đó, Becnuli giả thiết bề dày của lớp dân vô hạn 
tới 0, đường gấp khúc lời giải của bài toán gần đúng 
sẽ tới giới hạn là đường cong phải tìm cho Bài toản cơ 
bản. Trong khi qua giới hẹn, các đẳng thức vẫn được 
bảo toàn, vì thế BHecnuli rút ra kết luận: nếu «z là góc 
mà đường cong quï đạo € của chuyền động đẳng thời 
làm với phương thẳng đứng tại một điểm P tùy ý, b là 
khoảng cách từ A đến P theo phương thẳng đứng thì 


biều thức Ta phải giữ giá trị không đồi tại tất cả 
các điềm P của đường cong C. Dã dàng chứng tỏ rằng 
Xyclòid có tính chất như thế. 

Chứng mình của Becnuli là một mẫu mực của lập 
luận toán học độc đáo và có hiệu quả, nhưng không 
thề coi là một lập luận chặt chế không có gì chê trách. 
Trong lập luận có một số giả thiết được thửa nhận 
một cách không tường minh mà sựy xác minh tính 
đúng đắn của chúng lại phức tạp hơn và rộng hơn bản . 
thân lập luận. Một mặt thì sự tồn tại của lời giải C 
không được chứng minh, mặt khác chưa có cơ sở 
toán học đầy đủ đề chứng tỏ lời giải của bài toán gần 
đúng là lời giải gần đúng của bải toán cơ bản. Vấn đề 
về giá trị nội tại của các kiến trúc ơristie như vậy cần 
được xem xét tỉ mỉ, nhưng nó sẽ đưa chúng ta đi 
quá xa. 

4. Các đường địa vật lý trên mặt cầu. Các minimax. 
Trong phần mơ` đầu chương này, ta đã nhắc đến vấn 
đề tìm «các đường địa vật lý» — những cung ngắn . 
nhất nối hai điềm cho trước ở trên một mặt cầu nào 
đó. Như đã chứng minh trong bình học sơ cấp, những 
đường như vậy sẽ là cung của những đường tròn lớn. 
Giả thử P và Q là hai điềm trên mặt cầu (không xuyên 
tâm đối với nhau) và C là cung nhỏ trong hai cung 
của đường tròn lớn đi qua P và Q. Ở đây có vấn đề: 
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Cung lớn hơn C' của cũng đường tròn đó là cái gì? 
Tất nhiên, nó không cho ta cực tiểu của khoảng cách 
giữa hai diễm P và Q, nhưng nó cñng không cho cực 
đại vì dễ thấy có thể vẽ trên mặt cầu những cung có 
độ đài tùy ý nối hai điểm cho 
trước. Hình như so với bài toán 
đang xét cung C' là minimax, là 
« điềm yên ngựa ». Ta hình dung 
một điềm tùy ý biến thiên S và 
đề ra bài toán tìm con đường 
ngắn nhất từ P đến Q đi qua S. 
Tất nhiên trong tình huống như 
vậy của bài toán thì khoảng cách 
cực tiều là cung «gấp khúc? HH. 239. Các đường 
gồm hai cung PS và SQ của các địa vật lý trên 
đường tròn lớn. Sau đỏ ta sể mặt cầu 

gắng tìm một vị trí nào đó của 

điểm S, trong đó khoảng cách nhỏ nhất PSQ là cực 
đại. Khi đó ta có lời giải sau đây của bài toán: điểm 
S phải là điềm sao cho đường gấp khúc PSQ là cung ˆ 
lớn C' của đường tròn lớn PQ. Có thề biến đồi bài 
toán bằng cách ngay từ đầu ta đặt vấn đề về con đường 
ngắn nhất trên mặt cầu từ điềm P đến điểm Q, đi qua 
n điềm cho trước S;¿ Ss,..., S„,„ sau đó xác định các. 
điểm Sự S¿..., Š„ sao cho độ dài cực tiêu là lớn nhất 
_có thể được. Lời giải của bài toán này là con đường 
đi theo đường tròn lớn từ P đến Q rồi cuộn xung 
quanh mặt cầu và di qua những điềm đối tàm với P 
và Q đúng n lần. _ 

Bài toán Minimax là một thí dụ điền hình của một 
lớp rộng lớn các vấn đề trong phạm vi phép tính biến 
phân đã dược nghiên cứu thành còng trong thời gian 
gần đây nhờ những phương pháp do Morx và các (ác 
giá khác đề ra, 
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Š 11. CÁC LỜI GIẢI BẰNG THỰC NGHIỆM CỦA BÀI TOÁN 
CỰC TIỀU. THÍ NGHIỆM VỚI MÀNG XÀ PHÒNG 


1. Mỏ đầu. Thường thường thì việc giải một bài 
toán biến phân nhờ các công thức hoặc các phép dựng 
hình học gồm những yếu tố dơn giản đã biết là rất 
khó, thậm chí có thể không giải được. Thay thế cho 
_ điều đó người ta thường bằng lòng với việc chứng 
mìinh sự tồn tại lời giải trong những điều kiện nào đó 
rồi nghiên cứu những tính chất của nó. Trong nhiều 
trường hợp, nếu chứng mỉnh tồn tại có khó khăn nhất 
định, nên thực hiện các giả thiết toán học của bài toán 
bằng những thiết bị vật lý tương ứng, xem bài toán 
toán học đã cho tương đương với một bài toán vật lý 
nào đó. Trong những trường hợp nhnư vậy, bản thân 
hiện tượng vật lý sẽ cho lời giải của bài toán toán học. 
Tất nhiên, một qui trình như vậy không phải là một 
chứng minh toán học đầy đủ mà chỉ là một quá trình 
tìm tòi, Thực vậy, ở đây còn cé vấn đề chưa được giải 
quyết: hiện tượng vật lý có tương đương thật sự với 
thể hiện toán học hay không, hay nó chỉ cho một sự 
phản ánh không đầy đủ của thực tại. Đôi khi những 
thực nghiệm ở đây đã có tác dụng thuyết phục cối với 
các nhà toáh học, dù rằng chúng chỉ là những thực 
nghiệm tưởng tượng. Trong thế kỷ qua, một loạt các 
dịnh lý cơ sở trong phạm vi lý thuyết hàm đã được 
Riman phát hiện ra dựa trên những thực nghiệm đơn 
giãn nhất về dòng điện trong những lá kim loại. Về 
sau này ta sẽ xét trên cơ sở thực nghiệm — chứng 
minh một trong những bài toán biến phân sâu sắc 
hơn. Ta đề cập đến bài toán Platô. P/aiô (1801 — 1883) 
là một nhà vật lý nồi tiếng người Bỉ đã làm những thi 
nghiệm lý thú có quan hệ gần gũi nhất vời bài toán 
đó. Bản thân bài toán đã khá cồ thuộc vào thời kỳ 
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phát sinh phép tính biến phân. Dưới hình thức diễn 
đạt đơn giản nhất thì nội dung của bài toán là như 
sau: Tìm mặt có diện tích nhỏ nhất giới hạn bởi`một 
chu tuyến không gian đóng. Ta cũng sẽ xem xét những 
thực nghiệm thuộc vào một số bài toán gần gũi nào 
đó và sẽ chứng tổ rằng điều này cho phép ta nhận 
thấy dưới một quan điềm mới một số bài toán cực trị 
đã nêu ở trên cũng như một loạt các bài toán cực 
trị mới. 

2. Thí nghiệm với màng xà phòng 

Về mặt toán học thì bài toán Platô qui về việc giải 
« một phương trình vi phân đạo hàm riêng » hoặc một 
hệ những phương trình như vậy. Ơle đã xác nhận rằng 
mọi mặt cực tiều» là lời giải của bài toán đó nếu 
không phải là mặt phẳng thì tất phải có hình yên 
ngựa» tại mọi điềm của nó và độ cong trung bình của 
nó phải bằng 0 ở hầu khắp nơi*, Trong vòn¿ một thế 
kỷ qua người ta đã tìm được lời giải cho một số trường 
hợp riêng, nhưng sự tồn tại lời giải trong trường hợp 
tồng quát chỉ mới được Đuglax và Rađô chứng minh 
cách đây không lâu. 

Các thi nghiệm của Platô đã trực tiếp cho các lời giải 
vật lý của những chu tuyến rất khác nhau. Nếu mật 
chu tuyến đóng làm bằng dây kim loại nhúng được 
vào chất lỏng có sức căng mặt ngoài yếu rồi nhấc lên 





* Độ cong trung bình của một mặt tại điềm P được xáe 
định như sau: Ta hình dung một đường vuông góc với mặt ở 
điềm P và mọi mặt phẳng đi qua đường đó. Những mặt phẳng 
này cắt mặt đã cho theo những đường cong nói chung có độ 
cong khác nhau ở điềm P. Nói riềng, ta xét những đường 
cong có độ cong lớn nhất và nhỏ nhất (có thề chứng mmỉnh 
chúng tương ứng với những mặt phẳng vuông góc với nhau) 
Nửa tông của bai độ cong đó là độ cong trung bình của mặt 
tại điềm P. 
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thì ta thấy một màng mỏng bảm trên chu tuyến dưởi 
đạng một mặt cực tiều có diện tích nhỏ nhất (với giả 
thiết có thẻ bỏ qua trọng lực và những lực khác ngắn 
cẩn không cho màng đạt tới cân bằng bền: sự cân 
bằng này xây ra tronz trường hợp diện tích của màng 
là nhỏ nhất vì thế năng sinh ra do sức cắng mặt ngoài 
trong điều kiện đó là cực tiều). Đây là đơn pha chế 
tốt đề có chất lỏng như vậy: hòa tan 10g ôlêat natri 
khô nguyên chất trong 599g nước cất, sau đó trộn l5 
đơn vị khối dung dịch với 1Í đơn vị khối Giyxẻrin,. 
Màng tạo bởi dung dịch nói trên với dây đồng thau là 
khá bền vững. Bản thân đường kính dây không nên 
vượt quả 5 — 6 insơ. 

Nhờ màng mỏng ta « giải » bài toán Platô rất đễ dàng: 
chỉ cần cho khung dây nHững dạng cần thiết. Những 
mô hình đẹp của các mặt sẽ thu được tử các khung 
đây hình đa giác tạo bởi các cạnh liên tiếp của các khối 
đa điện đều. Đặc biệt, sẽ rất thú vị khi nhúng vào dung 
địch một khunz đây hình lập phương. Lúc này ta dược 
một hệ thống các mặt phẳn;y cắt nhau theo một góc 
120°. Nếu nhấs lập phương ra khỏi dung địch thật cần 
thận thì có thầ đếm đượs mười ba mặt gần như phẳng. 
Sau đỏ có thể chọc thủng và phá đi từng mặt cho đến 
khi chỉ còn một mặt giởi hạn bởi chu tuyến đa giác 
đóng. Bằng cách như vậy, ta có thề thu được một loạt 
các mặt tuyệt dẹp. Cũng có thê làm thí nghiệm như 
vậy với khối tử diện. _ 

2. Những thi nghiệm mới thuộc về bài toán Plato, 
Thí nghiệm với màng mỏng không phải chỉ qui về 
việc chứng minh các ¡mặt cực tiều căng trẻn một chu 
tuyến đónz (như Platô); phạm vi tác dụng của chúng 
còn rộng hơn, Tronz thời gian gần đày, bài toán các 
mặt cực liêu đả được nghiên cứu không những cho 
taột chủ tuyến giới nội mà cho một hệ thống những 
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shù tuyển như thế, ngoài ra còn phải lưu ý đến khẩ 
năng Lạo ra những mặt cực tiểu có cấu trúc tôpô phức 
tạp hơn. Chẳng hạn, có những mặt cực tiều một phía 





H. 240. Trên khung lập 
phương có căng 13 mặt gần 
như phẳng 


và những mặt cực tiêu thuộc 
loại khác 0. Các bài toán 
tồnz quát hơn đã sẵn sinh 
những hiện tượng hình học 
khác nhau kỳ diệu có thẻ 
biều diễn được nhờ màng 
xà phòng. Ta nhận thấy 
rằng những khung dây mềm 
mại là rất có ích cho việc 
nghiên cửu sự thay đồi hình 
đạng của các mặt màng mỏng 
dưởi ảnh hưởng của biến 


đạng liên tục khung dây. Ta sẽ mô tả một số thí nghiệm 
1. Nếu chu tuyến biên là đườa¿ tròn, thì mặt có hình 
đĩa tròn, Liệu có thề hy vọng rằng khi biến dạng liên 
tục chu tuyến thì mặt cực tiêu sẽ luôn luòn bảo toàn 


một tính chất tôpö như thế hay 
không. Điều này không đúng, 
Nếu uốn chu tuyển như dã 
chỉ: trên II, 211 thi thay cho mặt 
tương đương tòpò với đĩa ta được 
băng Miôbiux một phía. Đảo 
lại, có thẻ thực hiện một biến 
dạng xuất phát từ chu tuyến với 
màng căng là băng Miôbiux như 
đã biêu thị trên hình vẽ. Đề thực 
hiện dược biến dạng liên tục, 
ta cần gán vào khung một tay 
quay (cũng xem hình về đó). 
Tronø' quá trình biến đạng 
ngược sẽ có lúc đột nhiên tính 





\ 
H. 2/1. Mặt một phía 
(bàng Miôbiut) 
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chất tôpô của băng thay đồi và một lần nữa sinh ra mặt 
dạng đĩa (H.242). Thực hiện biến dạng một lần nữa ta 
lại quay trở về băng Miôbiux. Tuy nhiên, có điều đảng 
lưu ý là «sự đột biến » của mặt hình đĩa thành mặt 
loại Miôbiux xuất hiện trong giai đoạn chậm hơn của sự 
biến dạng so với quá trình ngược lại. Điều đó chứng 
tỏ có một chuỗi liên tục các chu tuyến không gian 
đóng mà đối với chúng thì cả mặt Miôbiux và mặt hình 
ïa đều bền vững, tức là đạt tới cực tiều tương đối. 
Nhưng nếu mặt Miôbiux có diện 
tích nhỏ hơn rất nhiều so với 
mặt kia thì mặt thử hai này 
cũng rất không bền vững. 

2. Có thề căng một mặt cực 
tiều trên một hệ thống các chu 
tuyến gồm hai đường tròn. Nhấc 
khung ra khỏi dung dịch ta được 
một mặt mà cấu trúc gồm ba 
mặt tiếp ợp theo góc 120°; một 
mặt là đĩa tròn thông thường, 
mặt phẳng chứa nó song song với 
các mặt phẳng của các đường _ 
tròn biên H.243. Khi phá hủy đĩa #- 22: Mặt bai phia: 
đó, ta được một Catênôid cồ 
điền (mặt tạo nên do quay 
đường dây xích đã đề cập đến 
ở mục 2,§Í0 xung quanh 
đường thẳng vuông góc với 
trục đối xứng). Khi đầy xa các 
chu tuyến biên sẽ có một lúc 
` nào đó Catênôid nhị liên thủng 

Z7 ra và biến thành hai đĩa riêng 
⁄⁄ biệt. Tất nhiên quả trình vừa 
H. 243. Hệ thống ba mặt.  nẻu là không thề đảo ngược lại. 


80 








http://tieulun.hopto.org 


3. Chiếc khung (vẽ trên H.214 — 246) cho ta một thị 
dụ kỳ lạ nữa, có thẻ có ba mặt cực tiểu khác nhau 
được căng trên khung này, Một mặt (H.244) có loại 1, 





H.214 — 216. Ba mặt khác nhau loại O và 1 được 
căng trên khungs 


trong khi hai mặt kia đơn liên và có tính đối xứng lẫn 
nhau theo một ý nghĩa nào đó. llai mặt sau này có 
cùng một điện tích nếu chu tuyến là hoàn toàn đối 
xứng. Trong trường hợp trái lại thì chỉ có một mặt 
bảo đảm cực tiều tuyệt đối của điện tích; mặt kia bảo 
đảm cực tiêu tương đối (ở đây ta giả thiết cực tiêu chỉ 
tìm ra được cho các mặt đơn liên) Khả nắng tạo 
thành mặt loại 1 được qui bởi sự kiện là nếu như có 
mặt loại 1 thì ta có thề thu được một mặt có diện tích 
nhỏ hơn cho bất kỳ mặt đơn liên nào. Khi biến dạng 
chu tuyến, nếu sự biến dạng đủ mạnh, ta sẽ di tới một 
vị trí mà tính chất đã nẻu sẽ mất đi. Khi đó mặt loại 1 
sẽ mất tính bền vững của nó và đột nhiên vỡ ra biến 
thành mặt đơn liên thuộc một trong hai kiểu vẽ trên 
H.245 và 246. Mặt khác, nếu ta xuất phát từ một mặt 
thuộc một trong hai kiều đó, chẳng hạn mặt vẽ trên 
H.246, thì có thê biến dạng chu tuyến sao cho kiều kia 
sẽ bền vững hơn rất nhiều (xeri: H.245). Hệ quả của 
điều này là điều kiện nảy sinh dến một lúc nào đó đột 
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nhiên có sự chuyển từ kiêu này sang kiêu khác. Nếu 
thực hiện biến dạng theo chiều ngược lại một cách từ 
từ, ta lại đưa chu tuyến trở về vị trí xuất phát mội lần 
nữa, nhưng mặt cực tiêu căng trên nỏ bày giờ đã khác, 
Có thẻ lặp lạiYtoàn bộ quả trình một lần nữa theo 
chiều ngược lại, bằng cách như thể có thể lặp lại 
nhiều lần sự chuyển từ một mặt kiều này sang một 
mặt kiều khác, Khi thao tác chu tuyển một cách thích 
hợp, ta có thê biến đồi một trong những: mặt đơn liên 
thành mặt loại 1. Muốn thể, phải đưa lại gần nhau 
những phần tử của chu tuyến mà trên đỏ có những bộ 
phận hình đĩa của mặt — sao cho mặt loại 1 trở nên 
bền vững hơn rất nhiều. Có khi, trong quả trình thực 
hiện thao tác với chu tuyển nói trên có những mảng 
mỏng trung gian sẽ được hình thành, cần phá hủy 
chúng đi đề có mặt loai 1, 





H.247. Mặt cực tiều một phía có cấu trúc tôpô 
phức tạp hơn căng trên chu tuyến kín đơn giản 


Thi dụ này chứng tỏ không những chỉ có thể giải 
bài toán Platô bằng những mặt khác nhau thuộc cùng 
một kiều tôpô mà còn có thề giải bằng những mặt 
khác kiều có cùng một chu tuyến, ngoài ra, nó còn 
minh họa sự chuyển giai đoạn từ một lời giải này đến 
lời giải khác. trong khi các điều kiện biên của bài toán 
thay đôi liên tục. 
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Cũng dễ xây dựng những mó hình phức tạp hơn 
loại đỏ và nghiên cứu chúng bằng thực nghiệm. 

Alột hiện tượng thủ vị là sự nảy sinh những mặt cực 
tiều giới hạn hoặc một số nhiều hơn các.chu tuyến 
đóng móc xích nhau. Trong trường hợp kiai chủ tuyến 
tròn ta thu được mặt vẽ trên H, 248. Nếu các mặt 
phẳng hình tròn vuôn# góc nhau 
và giao tuyến của chúng là 
đường kinh chung của hai hình 
tròn thì có hai đạng mặt cực tiều 
xuyên tâm đối nhau cỏ diện tích 
bằnz nhau. Bây giờ ta tưởng 
tượng có hai hình tròn biến đồi 
từ từ liên tục vị trí tương đối 
của chúng, khi đỏ dạng của mặt 
cực tiều sẽ biến đồi liên tục, đẫu 
rằng ở mỗi vị trí của các hình  Iị. 24s, Mạt căng trên 
tròn thì chỉ có một trong các mặt hai đường tròn móc 
đạt cực tiểu tương đối. Ở những xích nhau‹ 
vị trí nào đỏ thì mặt cực tiều 
tương đối đột nhiên vỡ ra và được thay thế bởi mặt 
cực tiều tuyệt đối. Trong thí dụ này, cả hai mặt cực 
tiều sể có cùng một kiều tôpò (chẳng hạn như các mặt 
trên H. 215 và H. 246). 

4. Lời giải thực nghiệm của các bài toán toán học 
khác. Nhờ tác dụng. của sức căng mặt ngoài, màng 
chất lỏng chỉ có thề ở trong trang thái cân bằng bền 
với điều kiện diện tích của mặt tạo thành là tối thiểu. 
Tình trạng đó là nguồn vô tận những thực nghiệm có 
giá trị toán học nghiêm túc. Nếu những bộ phận nào 
đó của biên màng mỏng có thể đi chuyển tự do theo 
những mặt cho trước (những mặt phẳng chẳng hạn) 
thì ở trên những phần đó của biên, màng mỏng sẽ 
vuòng góc với mặt đã cho. 
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Ta có thề dùng tỉnh trạng này đề giải bài toán Stâvne 
và bài toán mở rộng của nó (xem §5). Giả thử hai mặt 
thủy tỉnh (hoặc những tấm nhẫn) song song với nhau 
đượ€°nối lại bằng ba hoặc một số nhiều hơn các thanh 
thẳng đứng. Nếu ta nhúng toàn bộ hệ thống này trong 
dung dịch xà phòng rồi nhấc lẻn thì giữa các mặt 
phẳng sẽ có một loạt các đải thẳng đứng liên kết các 
thanh với nhau. Hình chiếu của những dải này trên 
các mặt nằm ngang chính là lời giải của bài toán Stây- 
ne đã xét ở §ð chương VII Nếu hai mặt phẳng không 
song song, hoặc các thanh không vuông góc với chúng 
hoặc bản thân các mặt không phẳng thì những dường _ 
cong theo đó màng mỏng cắt các mặt có thê minh họa 
cho lời giải của những bài toán biến phân mới. 





H. 349. Minh họa hệ thống đường đi ngắn 
nhất giữa 4 điềm 


Sự xuất hiện những đường cong theo đó các mặt 
cực tiều khác nhau tiếp hợp theo các góc 120% có thề 
được xem như sự mở rộng trong không gian của các 
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H.250. Hệ thống đường ngần nhất 
giữa 5 điềm 


hiện tượng có liên quan với bài toán Stâyne. Điều này 
trở nên rất rõ ràng nếu ta nối hai điềm A, B chẳng hạn 
bởi ba đường cong không gian khác nhau rồi nhúng hệ 
thống này vào dung 
dịch xà phòng. Đẻ xác 
định, ta giả thiết một 
trong ba đường ` cong 
là một đoạn thẳng, hai 
đường cong kia là hai 
cung tròn bằng nhau. 
Điều xảy ra được minh 
họa trên H.251. Nếu mặt 
phẳng chứa các cung H. 251. Ba mặt cắt nhau góc 


tạo với nhau góc nhỏ 120? được căng trên ba sợi 
hơn 1200°, ta dược lời đây nối hai điềm 


giải của bài toán cực 

tiêu đưới dạng ba mặt tiếp hợp theo các góc 1209. Nhưng 
nếu ta quay các mặt phẳng chira các cung bằng cách 
tăng góc bao hàm giữa chúng thì do biến thiên liên tục 
lời. giải rút cục sẽ chuyển thành hai viên phân phẳng, 
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Bây giờ ta giả thử các điềm A và B được nối lại bằng 
những đường cong phức tạp hơn. Đề làm thi dụ ta lấy 
ba đường gấp khúc, mỗi đường gồm ba cạnh của cùng 
một hình lập phương và nối các đỉnh đối điện bởi các 
đường chéo. Lúc này ta có ba mặt cực tiều bằng nhau 
cắt nhau theo các đường chéo của lập phương. Ta sẽ 
thu được một hệ thống mặt như thế từ hệ thống về 
trên H. 240 bằng cách phá đi các màng kề với ba cạnh 
được chọn thích hợp. Nếu 
ta biến dạng các đường gấp 
khúc nối A và B thì các 
đường tiếp hợp của các 
mặt sẽ bị uốn cong, nhưng 
tất nhiên các góc vẫn là 
1209 (H. 252). 

Mọi hiện tượng liên quan 
với sự tiếp hợp của ba 
mặt cực tiều theo một 
đường cong có cùng một: 
bẩn chất: chúng là sự mở 
rộng của bài toán phẳng về vấn đề nối một hệ n điềm 
cho trước bằng một hệ thống đường ngắn nhất. 


Cuối cùng, ta nói thêm vài câu về bong bỏng xà 
phòng. Bong bóng xà phòng có dạng hình cầu chứng tỏ 
trong các mặt đóng có cùng thể tích (xác định bởi khối 
không khí chửa trong nó) thì mặt cầu có diện tích nhỏ 
nhất. Nếu ta xét những bong bóng có thể tich cho trước 
có xu hướng giảm dần điện tích của nó nhưng tuân 
theo những điều kiện phụ nào đó thì ta nhận thấy rằng 
không bắt buộc phải có mặt cầu mà nói chung, ta được 
những mặt có độ cong trung bình không đồi. Những 
trường hợp riêng của những mặt như tbế là mặt cầu 
và mặt trụ tròn xoay. 





..——) 


H. 252. Ba đường gấp khúc 
nối hai điềm. 
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Chẳng hạn, ta giả 
thiết bong bóng bao 
hàm giữa hai tấm 
kính song song 
nhúng vào dung dịch 
xà phòng. Khi sờ 
tay vào một trong 
hai mặt phẳng, bong 
bóng đột nhiên có H. 253 Kiềm chứng tính chất đẳng 
dạng bán cầu. Nếu chu của đường tròn. 
sờ vào mặt phẳng 
kia, nó lập tức biến thành mặt trụ tròn xoay, chính điều 
này đã minh họa rất trực quan tính chất đẳng chu của 
đường tròn. Tất nhiên, mọi vấn đề là ở chỗ màng xà 
phòng vuông góc với các mặt giới hạn. 





F- 





@Ạ. 


Còn có thể xét xem lời giải của bìi toán đẳng chu 
thay đồi như thế nào khi tăng hoặc giảm thể tích không 
khi bên trong bong bóng. Ở đây phải dùng đến một 
cái ống nhỏ hoặc một cọng rơm. Song, khi hút không 
khí, ta không thu được nhữnu H. 231 — 235 gồm các 
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cung tròn tiếp xúc nhau. Khi giảm thể tích không khí 
bên trong bong bóng thì các góc trong tam giác (söm 
các cùng tròn) sẽ không nhỏ hơn 1209 (về mặt: lý thuyết). 
Ta thu được những hình biều diễn trên H. 222 và 228 
mà khi giảm vô bạn diện tích bao hàm bên trong thì 
khi tới giới hạn ta sẽ thu được ba viên phân mà ta đã 
gặp trước đây (H. 285). Với quan điềm toán học, nguyên 
nhân của sự khác biệt nhận thấy được là ở chỗ đoạn 
thẳng nối bong bóng với một thanh tùy.ý, không nên 
tính làm hai lần bắt dầu từ lúc tách bong bóng ra khỏi 
thanh này, Các thí nghiệm tương ứng được thề hiện 
trên H. 256 và 257, 





H. 256 — 257. Kiềm chứng tính chất đẳng chu của các hình 
nhờ màng xà phòng. 


Khi đặt bong bóng xà phòng bên trong một khung 
dây lập phương, ta thu được các mặt có độ cong trung 
bình không đồi với đáy hình vuông, nếu thể tích của 
bong bóng lớn hơn thể tích lập phương. Khi hút không 
khí ra khổi bong bóng qua cọng rơm, ta sẽ có một dãy 
các cấu trúc đẹp, rút cục sẽ dẫn đến cấu trúc về trên 
H.258. Hiện tượng bền vững và sự chuyển tử một trạng 
thái cân bằng này sang trạng thải khác sẽ.sinh ra 
những thực nghiệm mà về phương diện toán học 
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không thể không 
gọi là những thực 
nghiện có tính 
chất giáo dục khá 
tốt. Như vậy, một 
minh họa trực 
quan cho lý thuyết 
Các giá trị dừng: 
một chuỗi liên tục 
các sự chuyền tiếp 
từ một trạng thái 
cân bằng này đến | | 
một trạng thái HH. 258. Bong bóng xà pHòng trên khung 
khác có thề được lập phương. 

chọn sao cho, trong nó có một trạng thái cân bằng 
không bền mà vẫn là một « trạng thái dừng ›. 

Đề làm thí dụ, ta xét một cấu trúc lập phương trên 
H.240. Ở trú ta nhận thấy sự vi phạm phép đối xứng: 
ở tâm của lập phương có một điện tích nhỏ vuông góc 
tiếp hợp với mười hai mặt xuất phát từ các cạnh của 
lập phương. Nhưng lúc này đễ nhận thấy rằng phải tồn 
tại Ít nhất hai vị tri cân bằng: một vị trí với điện tích 
nhỏ ở tâm thẳng đứng và vị tri kia với diện tích nhỏ 
ở tâm nằm ngang. Thực ra, muốn chuyền từ một vị trí 
cân bằng này sang vị trí khác thì phải thôi (qua cọng 
rơm) vào cạnh của điện tích nhỏ ở tâm. Bằng cách này 
có thể biến diện tích nhỏ ở tâm này thành một điềm — 
tâm của lập phương, nhưng trạng thái cản bằng thu 
được băng cách như vậy sẽ không bền và tử từ chuyền 
sang trạng thái bền vững khác trong đó mộtlần nữa lại 
nãy sinh ra điện tish nhỏ ở tâm nhưng đã quay đi 909. 

ng có thê tiến hành một thực nghiệm tương tự với 
màng xà phòng minh họa lời giải của bài toán Stâyne 
cho trường hợp bốn điềm đặt tại các đỉnh của hình 
vuông (H. 219, 220). 
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Nếu ta muốn có lời giải của các bài toán vừa xét như 
là một trường hợp giới hạn của một chuỗi các bài toán 
đẳng chu, chẳng hạn muốn thu được H.240 từ H.258, 
thì phải hút rnột ít không khi ra khỏi bong bón# trung 
tâm. Cấu trúc, biểu thị trên H.258 sẽ là thật đối xứng 
và ngay cả trong trường hợp giới hạn, khi thể tích 
« lập phương nhỏ› ở tâm triệt tiêu, ta cũng thu được 
một cấu trúc đối xứng gồm 12 tam giác phẳng có đỉnh 
chung ở tâm. Thực ra thì có thề đạt được như vậy. 
Nhưng vị trí cân bằng tới hạn nảy sinh ra là không 
bên: đột nhiên, nó bị thay thế bởi một trong ba vị trí 
về trên H, 240. Có thể quan sát rất rồ ràng, nếu dung 
dịch được làm nhớt hơn so với dung dịch đã kê trong 
đơn, Trước mắt ta, có một bức tranh rõ nét chứng tỏ 
nøav trong các bài toán vật lý, không phải bao giờ lời 
giải cũng phụ thuộc liên tục vào các đữ kiện ban đầu. 
Thực vậy, trong trường hợp tới hạn, khi mà thê tích 
không khí chứa tronzø bong bóng hình lập phương dần 
tới Ó thì lời giải vẽ trên H.240 không phải là cái tới 
hạn cho một chuỗi lời giải về trên H.258 được sinh ra 
cho các thể tích khác nhau e khi e dần tới 0. 


CHƯƠNG VIII 
GIẢI TÍCH TOÁN HỌC 


MỞ ĐẦU 


Thật là quá ư đơn giản nếu cho rằng giải tích toán 
xọc đã được «sáng chế » ra bởi hai người: Ñiutơn 
và Lâybnitx.. Trong thực tế, nó là kết quả của một 
quả trình tiến hóa lâu dài, không bắt dầu cũng như 
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không kết thúc bởi Niutơn hoặc Lâybnitx, nhưng 
hai ông đã cỏ.vai trỏ khá quan trọng. Alột số nhà toán 
học nhiệt tân*ổ nhiều nước châu Âu thế kỷ XVI đã đề 
ra mục tiêu tiếp tục các công trình toản học. của Galilẻ, 
và Rêple. Họ đã giữ vững liên lạc với nhau bằng thư từ và 
nhữnư cuộc gặp gỡ cá nhàn, Họ đã bị thu hút vào hai 
bài toán trung tâm. Một là, bài toán liễp tuyến: xác 
định tiếp tuyển với dường cong cho trước là nhiệm 
vụ cơ bản của phép tỉnh ví phìn. Hai là, Đả¿ toán cầu 
phương: xác định điện lích liên kết với đường cong 
cho trước là nhiệm vụ cơ bản của phép tính tích phân. 
Công lao vĩ dại của Niutơn và Lâybnitx là hai ông 
đã nhận thức được rõ ràng mối liên hệ nội lạt giữa 
hai bài toán đó. Phương pháp thống nhất như vậy là 
một vũ khi khoa học mạnh trong tay hai ôn. Những 
biểu thị bằng ký hiệu kỳ lạ do Lâybnitx nghĩ ra đã 
quyết định một phần lớn sự thành công này. Cêng lao 
của nhà bác học này tuyệt nhiên khỏng hề giảm sút 
tuy òng bị chỉ phối bởi những tư tưởng mơ hồ, những 
tư tưởng này có.lúc đã thay thế sự thiếu nhận thức 
chính xác trong những bộ óc thích chủ nghĩa thần bí 
hơn là sự rõ ràng. Niutơn, nhà hoạt dộng khoa học 
chính xác theo ý nghĩa chân thực của từ đó chắc là 
được sự cô vũ của thầy học và bậc tiền bối của mình, 
là Darádu (1630—1677); còn Lâybnitx thì dã đi đến với 
toàn học nhanh liơn từ bên ngoài. [2à một người am 
hiều xuất sắc các qui luật, nhà ngoại giao và nhà triết 
học, một trong những bộ óc hoạt động nhất và đa dạng 
nhất thời ấy, ông đã nghiên cứu toán học trong một 
thời gian tương đối ngắn ở chỏ lluyghenx, một nhà 
vật :ý học, trong thời gian ông lưu lại ở Pari trong 
một hội nghị ngoại giao. Ngay sau đó, ông đã công 
bố những kết qua trong đó có chứa cái lõi của giải 
tích hiện đại. Niutơn thì không còng bố những phát 
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minh mà ông dã tìm ra tử trước đó rất lâu. Hơn nữa, 
tuy đã tìm ra dược nhiều kết quả bước đầu trong tác 
phầm « Principia » bất hủ của mình bằng phương pháp 
giải tích? nhưng ông lại trình bày chúng bằng văn 
phong của hình học cò điền: trong « Principia » hầu 
như không có dấu vết rõ ràng của giải tích, Mãi về 
sau, tác phầm của ông mới được công bố. Những 
người hâm mộ ông đã tranh cãi quyết liệt về quyền 
ưu tiên với các bạn bè của Lâybnitx, llọ kết tội ông 
này đã đánh cắp kết quả của Niutơn mặc dầu có thể 
có một phát minh đồng thời và độc lập khi mà bầu khí 
quyền đã tràn đầy những yếu tố của một lý thuyết 
mới nào đó. Sự tranh chấp quyền phát mỉnh giải tích 
là một thí dụ đáng buôn về: sự đánh giả quá cao vấn 
đề quyền ưu tiên, đã đầu độc bầu khi quyền của sự 
thống nhất khoa học. 


Chương này cần được xem như phần mở đầu sơ 
cấp có mục đích giới thiệu với bạn đọc những khải 
niệm cơ bản nhiều hơn là nghiên cứu những phép 
toán hình thức. Ở đây chúng ta sẽ áp dụng rộng rãi 
«ngôn ngữ trực giác» với chủ ý sao cho nỏ không 
màu thuẫn với những khải niệm chính xác và những 
phép toán được xây dựng một cách khoa học, 


Š 1. TÍCH PHÂN, 


1. Diện tích coi như mộ: giới hạn. Muốn tỉnh diện 
tích của một hình phẳng, ta chọn một bình vuông có 
cạnh bằng đơn vị dài làm đơn øị điện tích, Nếu dơn vị 
đài là centimet thì đen vị điện tích tương ứng là centi. 
met vuông, tức là hình vuông mà độ dài cạnh bằng một 
centimet, Nhờ dịnh nghĩa này ta Lính được rất cẻ dàng 
điện tích hình chữ nhật. Nếu độ dài hai cạnh kề nhau 
được biểu thị bởi các số p và q thì diện tích hình chữ 
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nhật được biều thị bằng pq đơn vị điện tích, hay nói 

gon hơn diện tích bằng tịch pq. Điều này đúng với 

mọi p và q hữu tỷ hoặc vô tỉ. Ta dược kết quả đỏ bằng 

cách thay thế p = c"a q —= Hi ; trong đỏ m, n, m), n"Ỷ 
n nỶ 


, 


là các số nguyên, Sau đó ta tìm được độ đo chung 
1 1 


“—= = —— Của hai cạnh, Cuối cùng, ta phân chia hình 
N nn" 


chữ nhật thành những hình vuông nhỏ có cạnh _ , CóÓ— 


điện tính  - Số tất cả những hình vuông con như 


vậy là nm°.mn' và diện tích chung bằng nm'.mn” 
Ac.  17Ổ 5 Ti pq. Đối với trường hợp 
N: n?n°? n n : 
p và q vô tỉ, ta cũng có kết quả này nếu đầu tiên ta 
thay thế p và q bởi các số hữu tỉ gần đúng tương ứng 
p; và q, rồi buộc p, và q, dần tới p và q. 

Về hinh học thì hiền nhiên rằng diện tích tam giác 
bằng nửaxdiện tích hình chữ nhật có cùng, đáy b và 
chiều cao h; vì thế điện tích tam giác được biêu thị bởi 


công thức đã biết S: bhạ. Một miền phẳng tùy ý giới 


hạn bởi một hoặc nhiều đường gấp khúc có thề phân 
chia thành những tam giác; vì thế diện tích của nó có 
thể tỉnh đưzc như là tồng diện tích của các tam giác. 

Nhu cầu về một phương pháp tông quát hơn đề tỉnh 
điện tích, nảy sinh ra từ vấn đề tính diện tích các hình 
bị giới hạn khỏng còn là bởi những đường gãy khúc nữa 
mà là bởi những đường cong. Chẳng hạn, ta sẽ định 
nghĩa diện tích hình tròn hoặc diện tích một viên phân 
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của parabol như thế nào? Đây là một vấn đồ quan 
trọng, việc giải quyết n2 cỏ liên quan với việc xây 
dựng phépgtính tích phân đã dược nghiên cứu từ rất 
lâu. Noay trong thế kỷ III trước công nguyên, Acsimet 
đã tính điện tích loại này nhờ qui trình «vét cạn». 
Chúng ta thử đứng trên quan điềm «ngày thơ » cùng 
với Acsimet và các nhà toán học vỉ đại trước Gaux. 
Theo quan điểm này thì các điện tích cong sẽ là những 
bản thề cho trước một cách trực giác, vấn đề không 
phải là ở chỗ định nghĩa khái niệm diện tích mà là tính- 
điện tích, (tuy nhiên có thể xem phân tích khải niệm 
đó ở phần phụ lục chương 8). Cần nội tiếp trong miên 
cong đang xét một đa giác mà điện tích xác dịnh dược 
dễ đàng. Chọn một đa giác mới cùng loại chứa đa giác 
thứ nhất, ta được một xấp xỉ tốt hơn một diện tích 
cho trước. Tiếp tục như vậy, ta đã «vét cạn» dần toàn 
bộ miền và thu được diện tích phải tìm như là giới 
hạn các diện tích của một dãy các đa giác có số cạnh 
tíng lên. Có thể tính diện tích hình tròn bán kính 1, 
giả trị bằng số của nó được biểu thị bởi kỷ hiệu œ.. 

Acsimet đã thực hiện lược đồ chung đó cho trường 
hợp hình tròn và viên phân. parabolic. Trong thể kỷ 
XVIH đã giải quyết thành công nhiều thi dụ khác. 
Trong mỗi trường hợp thì bản thân phép tính giới hạn 
sẽ phụ thuộc vào biện pháp độc đáo được lựa chọn 
riêng cho mỗi bài toán. Một trong những thành tựu chủ 
vếu của giải tích là sự thay thế những qui trình chuyên 
biệt đó bằng; một phương pháp chung có hiệu lực. 

2. Tích phan. Khái niệm cơ bản đầu tiên của giải 
tích là khái niệm tích phân. Trong chương này, 
ta sẽ hiểu tích phân như điện !ích dưởi đường cong 
biều thị qua giới hạn. Giả thỷ cho trước một hàm 
dương liên tục v= Í(x) như y =- X? hoặc y = Í + cos x 
chẳng hạn. Ta xét một miền, giới hạn bên dưởi bởi một 
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đoạn tử một điềm a nào đó đến một điềm b nào đở 
của trục (trong đó a nhỏ hơn bỳ, bên phải và bên trải 
giới hạn bởi các đường vuông góc với trục x tại các 
điềm này, bên trên bị giới hạn bởi dường cong y=((x). 
Mục tiêu của ta là tính diện tích A của miền này. 

Vì, nói chung, không thể phản chia một diện tích 
như vậy thành các hình chữ nhật hoặc các hình tam 
giác, cho nên không thẻ trực liếp chỉ ra một công thức 
toản học chính xác thích hợp đề tính diện tích A, 
Nhưng ta có thề tìm được những giá trị gần đúng cho 
À và từ đó biểu thị A như là giởi hạn bằng cách như 
sau; ta chia khoảng từ x — a đến x = b thành một số 
nào đó các khoảng thành phần nhỏ rồi đựng các đường 
vuông góc tại mỗi điểm chia; mỗi dải của miền nằm 
đười đường cong được thay bằng một hình chữ nhật, 
chiêu cao của hình chữ nhật là tùy ý nằm giữa các 
tung độ lớn nhất và nhỏ nhất của đường cong trong 
dải đó. Tồng S các diện tích của các hình chữ nhật 
cho ta giá trị gần đủng của diện tích thực « nẫm ở dưới » 
đường cong đã cho. Độ chính xác của xấp xỉ đỏ càng 
lớn nếu số hình chữ nhật càng lớn và chiều rộng của 
mỗi dải càng nhỏ. Vậy, ta thừa nhận định nghĩa diện 
tích sau đây: Nếu ta xày dựng một dãy: 

S Sa, Sày... đ) 
các xấp xỉ diện tích đường cong bằng những hình chữ 
nhật, trong đó dáy của hình chữ nhật rộng nhất trong 
tông S„ dần tới 0 khi n tăng, thì dãy (1) sẽ dần tỏi giới 
hạn ÀA: 

Ša > A (2) 
giớt hạn + nàu chính là điện tích cong đã cho; nó không 
phụ thuộc vào cách chọn dãy (1) nếu như đáy của các 
hình chữ nhật giãm đi vỏ hạn (thí dụ Š„ có thể thu 
dược tử S2 bằng cách thêm vào một số diễm mới, 
hoặc việc chọn các điềm chia cho S„ có thể hoàn toàn 
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không phụ thuộc vào việc chọn các điềm cho Sa~-j)- 
Diện tích A của miền đã cho được biêu thị qun giới 
hạn đã nêu ở trên được gọi là tích phân của hàm Í(X) 
từ a đến b. Với việc đưa vào một kỹ hiệu riêng - dấu 
tích phân, ta viết như sau: 


A = / f(x)dx 3) 


Các ký hiệu ƒ, dx _ tên gọi « tích phân » do Lâybnitx 
đưa vào có ý đề nhấn mạnh phương pháp tìm giới 
hạn này. Đề giải thích ký hiệu đó, ta nhắc lại tỉ mỉ hơn 
quá trình xấp xỉ diện tích 
A. Đồng thời, việc diễn 
đạt bằng giải tích của sự 
/ chuyền bước qua giới 
7 hạn cHo phép ta vứt bỏ 

giả thiết chật hẹp f(x) >0 
_7 F^ 2/2 3 và b >> a. Rút cục ta 
\ tránh được khải niệm 
trực giác ban đầu của 
tịch phân với việc coi nó 


W“/Œœ) 







H.259. Tích phân xem như mỘt 
diện tích. 


như « diện tích cong », 
Ta phân chia khoảng từ a đến b thành nñ khoảng nhỏ 
riêng biệt, Đề cho đơn giản, ta giả thiết chúng có độ 


dài bằng nhau `. 
n 





Ta ký hiệu các điểm chia như sau: 


b—a a.L Ð—3) 


Xo C 3; X; =a + ; Xe —= 





I +.°%°6 


n 


“KS— .. 5. 0.7 
n 





Đề biểu thị đại lượng Đ—®ta đựa vào ký hiệu Ax 
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(đọc là eđenta x»): 


b—a 
AÄz = = Xj+1 — Léi 
lại 





trong đó ký hiệu A biểu thị «hiệu số ». Đó là kỳ hiệu 
phép toán, không được xem là thừa số bằng số. Ta có 
thề chọn giá trị y = Í(x) nằm ở điềm mút bên phải 
của khoảng tương ứng làm chiều cao của mỗi hình chữ 
nhật. Như vậy, tồng diện tích các hình chữ nhật sẽ bằng : 

= fẨf(X,)Âx -L f(Xx;)Äx +... + Í[(X„)Ax (4) 
hoặc viết tất: _ 


=š /G/)Ax (5) 
= 


n 
Ký biệu š (đọc là «tồng theo j từ 1 đến n») biểu thị 


tồng của tất cả các biều pc có được khi j chạy liên 
tiếp qua các giá trị 1, 2;. 

Việc dùng “ký hiệu š Tê biểu thị kết quả của tồng 
dưới hình thức ngắn gọn được minh họa bằng những 
thí dụ sau đây: 


10 
2+3+4¬..+ 10=*È j, 
j=2 


n 
112434. 4Ð n<:zŸÏi 
j=t! 


1+ 22+ 3+... + n— y 3, 
=1 


n 
aq + aq? +... + aq° = ÈŠ aqi, 
¡=1 


a -- (a + đ) + (a + 2đ) +... + (a + nd) =3@ +3). 
‡= 
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Bây giờ ta xảy dựng một dẩy các xấp xỉỈ 5„ như vậy; 
trong đó n tăng vô hạn, tức là các số hạng trong mỗi 
tông (5) tăng lên vô hạn, đồng thời mỗi số hạng Í(x;j)Äx 





dần tới 0do có thừa số Ax := P—3 Khin tăng, tồng 
n 
này dần tới diện tích A: 
A =liw Ÿ f(xj)Ax =: ƒ f(x)dx (6) 
- ỗ 


Lâybnitx đã ký hiệu sự chuyên qua giới hạn này 
của các tông xấp xỉ S, đến diện tích A bằng cách thay 
dấu tồng Š bằng j và ký hiệu Ax bằng dx (Ở thời 
[Láybnitx, đấu tồng 5 thường được viết là S và dấu ƒ là 
biển dạng đang đơn giản của chữ S). Tuy rằng cách ký 
hiệu của Lâybnitx ám chỉ khá !ốt phương pháp theo đỏ 
ta tìm được tích phân, cũng khòng nên gán cho những 
biện pháp kỷ hiệu giởi hạn có tính chất qui ước thuần 
túy đó một ý nghĩa quả lớn. 

Trong những ngày đầu của giải tích, khi còn chưa 
có một khái niệm rành mạch về giới hạn và sự cần 
thiết phải cho qua giới hạn thường bị bỏ qua, nhiều 
người đã định giải thích ý nghĩa của tích phân bằng 
cách nói rằng « một số gia hữu bạn Ax được thay thế 
bởi một đại lượng nhỏ vô hạn dx, bản thân cích phân 

là tồng của một vô hạn số 
DU, các số số bạng vô cùng bé 
f(x)dx. Dù rằng «vô cùng 
bé» có một sức hấp dẫn 
đảng kề dối với những bộ 
óc có thiên hướng tư biện 
| L_ triết học, nó cũng không 

x““. CN + 
H. 26U. Xấp xỈ diện tl:h bằng 

một bình bậc thang. 


có và không thể cỏ vị trí 
trong toán học hiện đại. 
Không thê đạt tới một mục 
tiêu có ích nào nếu cứ baeœ 
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quanh khái niệm rõ ràng về tích phân một lớp màn 
khói những câu không có ý nghĩa. Nhưng chính bàn 
thân Làybnitx đôi khi cũng chịu tác dụng lòi cuốn của 
những kỹ hiệu của mình. Thực vậy, nếu những ký hiệu 
đó biêu thị tồng các đại lượng «vô cùng bé » và có thể 
tính toán với các đại lượng này ở một mức độ nào đỏ, 
thì những ký hiệu ấy đã được dùng như các đại lượng 
thông thường. Thậm chí bản thân từ «tich phân » đã 
được tạo ra để biều thị «toàn bộ » tức là diện tích « toàn 
phần A gồm các phần f(x)dx «vô cùng béo. Dù sao 
chăng nữa, khoảng gần một trăm năm sau Niutơn và 
Lâybnitx, người ta mới nhận thức được rõ ràng cơ sở 
chân thực của định nghĩa tích phân là khái niệm giới 
hạn chứ không phải cái øì khác. Đứng vững trên quan 
điểm đó, ta sẽ tránh được mọi sự không rõ ràng, mọi 
khó khăn và mọi sự vô lý đã gây ra tình trạng lúng 
túng trong thời kỳ đầu phát triên của giải tích. 

3. Những chú ý tòng quát về khái niệm tích phân. 
Định nghĩa tòng quát. Trong định nghĩa hình học của 
ta, tích phân được xem như diện tích, ta đã giả thiết 
rằng hàm f(x) là không âm trong mọi khoảng tích phân 
(asb] tức là không có phần đồ thị nào nằm dưới trục x. 
Trong định nghĩa giải tícb, tích phân được xem như 
giới hạn của một dãy các tông Š„, giả thiết trên là thừa. 
Ta chỉ cần lấy những lượng f(x;)Ax nhỏ, lập tông của 
chúng và cho qua giới hạn. Qui trình này vẫn còn có 
ý nghĩa hoàn toàn xác định đối với trường hợp một số 
hoặc toàn bộ giá trị f(x;) là âm. Khi mình họa hình học 
điều này bằng các diện tích (H. 261), ta đi dến kết luận 
tích phân của f(x) chính là tông đại số các điện tích 
giới hạn bởi đồ thị và trục x, trong đé diện tích nắm 
dưới trục x được coi là âm, phần còn lại là dương. 
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H. 261 — Các diện tích dương và điện ‡ích âm. 
Trong những trường hợp này khác, có thể đi đến 
b : 
tích phản { f(x)dx, trong đó b nhỏ hơn a, tức 


b—a 
n 
tích của ta các số hạng có dạng I(x;j)Ax sẽ Am, nếu 
f(x) đương, Ax âm. Nói cách khác, đại lượng tích phân 
này chỉ khác dấu với đại. lượng tích phân từ b đến a. 
Như vậy, ta có tính chất đơn giản sau đày của tích 

phân : 





— Ax là số Am. Khi đó trong định nghĩa giải 


jf(x)dx = —Ì((x)dx. 
| "Ì 


Ngoài ra, cần nhấn mạnh rằng giá trị tích phân không 
thay đồi nếu các điềm x¡ được chọn không cách đều 
nheu. Ta có thể chọn x; tùy ý, lúc đó, hiệu Ax= Xị¡yr—X¿ 
phải được phân biệt nhờ các ký hiệu tương ứng. Trong 
trường hợp này (hì tồnz: 
Š„ = Ấ(Xy) AXe + (X2) Axi +... + Í(Xa)Xn Tp 

_và cả tồng: : 

_ Š = f(%X¿) Axe + f(X,)Ä& +... + Í(Fa~i)ÂXa—t 
sẽ dần tới cùng một giới hạn như nhau và đến 


b 
giá trị của tích phân Í (x)dx nếu như ta làm thế 
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nảo cho khi n tăng, tất cả các hiệu Ax; = X¡¿i—X; dần 
tới 0 bằng cách nào đó sao cho hiệu lớn nhất (với giá 
trị n cho trước) đần tởi 0 khi n tăng vô hạn, | 

Định nghĩa hoàn chỉnh của tích phân được cho bởi 
công thức : 


[f(œ)dx = TA, Š f(vị) Axyp; (0a) 


khi n —› œ. Số vị đưởi đấu tông có thề biều thị một 
điển (ừy ý trong khoảng x; < VY; < Z¡„¡ và sự hạn chế 
duy nhất đối với phương pháp chia khoảng cơ bản là 
làm sao cho hiệu lớn nhất trong các hiệu Âx¡;=X¡+;—Xj 
dần tởi 0 khi n đần tới vô cực. Không phải chứng minh 
sự tồn tại giới hạn (6a) nếu ta giả thiết khái niệm «4 điện 
tich ở dưởi đường cong » và khả năng xấp xỉ diện tích 
đó bằng các hình chữ nhật là đương nhiên. Mội sự 
phân tích sâu sắc hơn trong những lập luận về sau 
này sẽ chứng tỏ rằng muốn định nghĩa tích phân một 
cách hoàn hảo hơn về mặt logie thì cần phải chứng mình . 
sự tồn tại của giới hạn đó độc lập đối với biều tượng 
hình họa ban đầu về diện tích và với mọi hàm liên 
tục f(x). 
4, Các thi dụ về phép tích phân. Tích phân hàm xỶ, 


Cho đến bây giờ các lập 
luận về tích phân của 


chúng,ta đã là thuần :' 
tủy lý thuyết. Nảy ra một 
vấn đề cơ bản về việc 
xây dựng tổng S, theo 


+ 3z #az2 # lược đồ chung và về sự 
^ . 
ẻền ời hạn: 
H. 2682 — Tinh tùy ý của sự MeOt( ì Nón hộ é thề 
phân chia miền xác định của H1 trình dO cu € 
hàm số trong định nghĩa tích dẫn đến những kết quả 
phân tông quát trong những trường hợp 
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sụ thẻ riêng biệt hay không ? Tất nhiên, đề giải quyết 
vấn đề đặt ra cần phải có những lập luận bồ sung áp 
dụng được cho những hàm f(x) đặc biệt mà ta cần 
tìm tích phân của chúng. 


Hai nghìn năm trước đây, khi Acsimet tính diện 
tích của hình viên phân parabol, ông đã thực hiện cải 
mà bây giờ ta gọi là phép tích phân hàm f(x) = x2 bằng 
một phương pháp rất độc đáo. Trong thế kỷ XVIH, các 
bậc tiền bối của Niutơn và Lâybnitx đã giải thành công 
bài toán lấy tích phân các hàm đơn giản như hàm x° 
với các biện pháp đặc biệt. Chỉ sau khi nghiên cứu 
một số lớn các thi dụ cụ thê, mới có thể tìm được một 
cách xử lý tỒng quát cho bài toán lấy tích phân trên 
cơ sở một phương pháp có hệ thống, do đỏ phạm vi 
các bài toán giải được sể mở rộng hơn nhiều. Trong 
chương này, chúng ta sẽ xét một số Ít các bài toán 
riêng biệt có tỉnh chất kiến thiết thuộc vào thời kỳ 
«tiền giải tích», bởi vì đối với phép toán tích phân 
được hiều như một quá trình giời hạn thì không thể 
nghỉ ra được những minh họa tốt hơn. 


a) Ta bắt đầu từ một thí dụ rất tầm thường. Nếu 
y = f(z) là không đồi, chẳng hạn f(x) = 2, thì tất nhiên 


tích phân {3dx được xem như một diện tích bằng 


2(b—a) vì diện tích hình chữ nhật bằng tích của đáy 
với chiều cao. Ta ”so sánh kết quả này với tích phân 
xác định. Nếu trong công thức (5) ta đặt f(x) = 2 với 
mọi }, thì vời mọi n ta có: 
( 
§S,= Š f(x)Ax = Ÿ2Ax = 2 Ÿ Ax=2(b—a); 
j—t it j—i 
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ilực vậy : 


HỊ 
Š Ax =(X,— Xe) + (X¿ — Xị) +... -- (Fạ — Xu_1)= 
“1 
= Xa — Xe =b—a. 


b) Việc tích phân bàm f(x) = x cũng đơn giản như 
b 
thế, Trong thí dụ này tích phân / f(z)dx là điện tích 
a 
hình thang (H. 263). Do đó theo hình học sơ cấp nó 
được biểu thị bởi công thức : 


b+a b¿—a? 


vành áo 2 








Kết quả này cũng thu được từ định nghĩa tích phản 
(6). Căn cứ vào đâu đề có thề khẳng định sự chuyền 
qua giới hạn có thực mà không phải viện vào biều 
tượng hình học : nếu trong công thức (5), ta đặt f(x)= x 
thì tồng Sạ có dạng: 


m n | 
Ša=š x;jAx =Š (a+ jÂx)Ax = (na + Ax + 2Âx+ 
j=1_ j=1 
+ 3Ax +... + nAx)Ax = naAx + (Ax?(1 + 2+. 
-+- 3+ ...+n). 
Áp dụng công thức tồng cấp số cộng 1 + 2 +3+ 
~- ... + n, fa CÓ; 


Sa = nhaÂx + — (Ax)2. 


Wi Ax = ~—, cho nên: 
Mã 





1 1 
= —_ —— b —_— 3 — b .— %, 
Š¬ = a(b 2+ ={ a)*+ c_ ( 8) 
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Bây giờ, giả thử n dần tới vô nạn ; chuyền qua giời. 
hạn, ta có kết quả : 
b : 


lim SŠ_ = \rdx = a(b — a) + œ— a)2 =0" — a°). 


a 
phù hợp hoàn toàn với thề hiện hình học của tích 
phận như là một diện tích. 


# (8} ở 
%2 
“2q ộ + ở ¬ 
H. 263 - Diện tích hình H. 264 — Diện tích ở dưới 
thang parabol 


c) Tích phân hàm f(x) = x? thì it tâm thường hơn. 

Acsimet đã dùng phương pháp hình học khi giải 
bài toán tương đương — tìm diện tích viên phân 
parabol y := x?, Ở đây, ta sẽ thực hiện bằng giải tích, 
xuất phát từ định nghĩa (6a). Đề cho đơn giản, ta 
chọn «cận dưởi»a của tích phân là 0; lúc này 


b 

Ax= Bi .„ VÌ Xị —= JÂx và f(xj) = Jˆ(Ax) ta có :? 
n 
= > 


(Ax)? Ax = [12 (Ax#? + 2⁄Ax)? + „. -- n#(Ax)2]. 


_: 


}= | 
. Âx = (1? + 22 +... + n9) (Ax)?, 
Hây giờ, có thề tính giới hạn. Ấp dụng công thức (xem 
§ 2 chương †1) 
12+ 22+... +_ n?— _ná + l) (2n-+ 1) 
6 
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và thay Ax bằng — ; ta được ; 
Gv. nín + Ð Ớn + D). b2 _ t+—)£@+<} 
n n. 


Phép biến đổi sơ bộ này làm cho sự chuyền qua giới 
hạn được đễ dàng; khi n tăng vô hạn thì đại lượng 
nghịch đão -+L đần tới 0O, vì thế, giởới hạn sẽ là 

n 


hề b° : : 
s.iai <s SỐ đó, kết quả cuối cùng sẽ là 


` 


Đ b› 

\z'd>= — Ộ 
BỊ 

9 


Áp dụng kết quả này cho diện tích từ 0 đến a, tœ 
được : 





\xtdx = HẾ, 
Ì 3 
% 
Cuối cùng phép trừ các diện tích cho ta : 
N b2 3 
. = — 
8 


5. Các quỉ tắc «eùa phép tính tích phân ». Việc hình 
thành những qui tắc tồng quảt nhờ đó mà các bài toản 
phức tạp được qui về các bài toán đơn giản hơn, mà 
bản thân những bài toán này lại có thê giải được gần. 
như máy móc, là một bước quan trọng trong sự phát 
triền của phép tính tích phân. Đặc tỉnh algôrit của các 
qui tắc đó đã được cảe cách biều thị của Lâybnitx thề: 
hiện rất rõ. Song, nếu quả tập trung vào sự máy móc 
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hóa lời giải các bài toán trong khi nghiên cứu giái 
tích thì sẽ hạ thấp rất nhiều nội dung của vấn đề và có 
thề dẫn đến sáo rồng. 


Người ta suy ra ngay từ định nghĩa hoặc từ thể hiện 
hình học của tích phân (xem như là điện tích). một số 
qui tắc đơn giản. 

Tích phân của tồng hai hàm, bằng tồng hai tích phân 
của những hàm đó. Tích phân của tích một hàm với 
hằng số c bằng tích của số c với tích phân của hàm đó. 
Có thê biều thị hai qui tắc này bằng một công thức: 


ƒ{ef(x) + kg()] dx = e ƒf()dx + k ƒ g@)dx (9) 


Chứng minh được suy ra trực tiếp từ định nghĩa tích 
phân như là giới hạn của các tổng hữu hạn (5) vì công 
thức cho tồng S„ tương ứng, tất nhiên sẽ đúng. Qui tắc 
này cũng được mở rộng cho tổng của nhiều hơn hai 
hàm số. 


Đề có một thí dụ áp dụng quy tắc đó, ta xét đa thức 
f(x) = 8ạ -L a¡x -L Azx? -|-... + aaX". 
Các hệ số của nó aa, a;,... a. là hằng số. Muốn tính 
tích phân của hàm f(x) từ a đến b, ta sẽ tích phân từng 
số hạng theo quy tắc, Ấp dụng công thức (7) ta có: 
b2 "¬ a? bn+! Kn an+ 
.«.. 8à ————————— 
2. n+†1 
Một kết quả khác được suy ra một cách hiền nhiên từ 
định nghĩa giải tích của tích phân cũng như từ thể 
hiện hình học được biều thị bằng công thức 


J†s)dx = 8o(b— 4) -} a¡ 





[†(s)dx sn Jï(s)dx = (04x (10) 
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Nưoài ra, rõ ràng tích phản cơ bản của chúng ta 
bằng Ú, nếu b bằng a. Quy tắc 


s)dx =: —f(x)dx q1) 
b 


nèu ở § 1 chương 8 được suy ra từ (10) khi c = a. 

Đôi khi nên áp dụng sự kiện giá trị của tích phân 
không phụ thuộc vào srr lựa chọn cách gọi tên piến độc 
lập của hàm ' được tích phân. Thí dụ: 


b p bu. 
Jf(x)dx =- /f(@n)du = /TE(Đdt v.v.. 


Thực vậy, việc thay thế tên gọi các tọa độ mà trên đó 
ta vẽ đồ thị các hàm sẽ không làm thay đồi điện tích ở 
dưới đường cong dã cho. Điều tương tự cũng xảy ra 
trong trường hợp có mệt sự thay thế nào đó trong bản 
thân hệ tọa độ. Chẳng hạn ta đưa gốc tọa độ về bên 
phải điềm O một đơn vị đến điềm O' (H. 265); lúc này 
x sẽ được thay thế bởi tọa độ mới x' theo công thức 
K= li —x' Phương trình đường cong ÿ = Í(x) trong 
L 
x'+1-Í 





1 
hệ mới sẽ có dạng y = Í(x' + 1) (y = —== 


chẳng hạn) 

Chẳng hạn, diện tích A cho trước ở dưởi đường cong 
này (trong phạm vi từ x = 1 đến x = b) sẽ là diện tích 
ở dưởi đường cong trong phạm vi từ x' =0 đến 
X' = b — I1 đối với hệ mới. Như vậy ta số có: 

b b—1 
ƒf(x)dx = ƒf(1-Ex')dx' 
1 9 


và nếu viết chữ u thav cho chữ x', ta có: 


b b—i 
Jï(dx = (Il(1 + u)du 
Ò 
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du. (12a) 





— Ủ Ä.1sW 


Hằng cách tương tự đối với hàm f(x) = x* ta có: 


' x*âx =Í (1+ u} du (12b) 


Cũng vậy: „ x' dx -: 'td+ u)* du >0). (12) 


k+1 
Vì tịch phân ở vế trải (12c) bằng xa , ta CÓI 


bề+ 1 


12d 
RaTI q24) 





b7 
šÌ q -+ u)* du = 


Cuối cùng, cần nhở hai 
qui tắc quan trọng được 
_ biểu thị bởi các bất đẳng 
^ thức. Thực ra các qui tắc 
này sẽ cho ta những đánh 
giá thô thiên, nhưng rất có 
ích đối với các giả trị tích 
phân. 

Giả thử b > a và các giá 
trị của hàm f(*) trong khoảng 
H. 265 — Di chuyền trục y từ a đến b không vượt quá 

các giá trị của một hàm 





khác g(x). Lúc này, ta có: 
-_ i@)dx < / g(x) dx, (13) 
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Theo H.2668 hoặc định nghĩa tích phân thì điều này 
là rõ ràng, Nói riêng, nếu hàm g(x) bằng M, tức là một 
hằng số, thì ta có: 

b b 
J ø(x) dx = J Mdx = M(b —a); 
a a 


từ đó suy ra bất đẳng thúc: 


ƒf() dx < M(b—a) (14) 
9 
Nếu hàm f(x) không âm thì „ 
f(x) =|f(x)|. Nếu f(x) <0 
thì |f(x) | > f(x). Do dó, nếu VN 
trong bất đẳng thức (13) ta bê 
đặt g(x) =If(x)|, ta được 
một công thức bồ ích: 2 4 6 #£ 


b H. 266 ~ So sánh các tích 
J f(x) đx < / | f(x) | dx (15) phân 
x â 


Nhưng, vì | — f(x) | = | f(x) |, ta cũng có công thức: 
— JfŒ) dx | f(@) | dx, 


điều này cho ta một bất đẳng thức mạnh hơn thay cho 
Công thức (15): 


L/ f(x) dx | <IfŒœ)1dx (16) 


Š 2 — ĐẠO HÀM. 


‡. Đạo hàm xem như độ đốc — Trong khi khái niệm 
tích phân bắt nguồn từ cồ xưa, thì một khái “niệm 
cơ bản khác của giải tích — khái niệm đạo hàm — mới 
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hình thành trong thế kỷ XVII do công lao nhà bác học 
thiên tài Fecema và một số người khác. Phát hiện của 
Niutơn và Lâybnitx về mối liên hệ hữu cơ giữa hai khải 
niệm tưởng chừng như rất khác nhau đó đã tạo ra sự 
phát triỀn chưa từng thấy của khoa học toán học, Fecma 
đã nghiên cửu vấn đề xác định giá trị lớn nhất và nhỏ 
nhất của hàm số y = f(x). Khi nghiên cứu đồ thị của 
một hàm, ta qui ước gọi điềm ở vị trí cao hơn tất cả 
các điềm khác là cực đại, điềm ở vị trí thấp hơn tất cả 
các điềm khác là cực tiêu. Điềm B (trên H, 191 §3 
chương 7) là cực đại, điềm C là cực tiểu. Khi tìm cực 
đại và cực tiều tất nhiên ta dùng đến khái niệm tiếp 
tuyến với đường cong. Giả thiết đường cong không tạo 
nên những góc nhọn, không có những đặc điềm gì khác 
và tại mọi điểm có hướng xác định bởi đường tiếp tuyến. 
Tại các điềm cực đại và cực tiều, tiếp tuyến với đường 
cong y = Í(x) phải song song với trục x, nếu trái lại 
thì tại lân cận những điềm đó, đường cong hoặc đi lên 
hoặc đi xuống. Điều chú ý này gợi ta nghiên cửu vấn 
đề tông quát về việc xác định phương của tiếp tuyến 
với đường cong y = f(x) tại một điềm P tùy ý của nó.. 

Muốn xác định phương của một đường thẳng trong 
mặt phẳng x, y ta thường xác định độ dốc của nó, đớ 
cùỉnh là tang của góc a giữa hướng dương của trục x 





H. 26? — ĐỘ đốc các đương thẳng 
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và đường thẳng. Nếu P là một điềm nào đỏ của đường 
thẳng L, ta đi về bên phải nó đến một điềm R nào đó, 
rồi đi lên (hoặc đi xuống) cho tới một điềm Q nằm trên 


đường thẳng L thì độ dốc của L bằng tg«, tức là _- 


Đoạn PR được giả thiết là dương, đoạn RQ là dương , 
hoặc âm tùy theo nó hưởng lên trên hoặc hưởng xuống 
dưới ; như vậy, độ đốc sẽ cho ta độ tăng hoặc độ giảm 
trên một đơn vị dài theo phương nằm ngang (khi 
chuyền dịch theo đường thẳng từ trái sang phải). Trên. 
hình 267, độ dốc của đường tbứ nhất bằng _ , độ dốc 
của đường thẳng thứ hai bằng — 1. 

Ta hiều độ dốc của đưởng cong tại điềm P là độ dốc 
của tiếp tuyến vời đường cong tại điềm đỏ. Vì ta đã 
thừa nhận khái niệm tiếp tuyến như một khải niệm 
trực giác cho trước, trước mắt ta chỉ còn bài toản — 
tìm phương pháp tính độ dốc của đường cong. Việc 
phân tích các bài toán liên quan đến vấn đề đó sẽ 
được nêu trong phần phụ lục chương này. 


2. Dạo hàm xem như giới hạn. Việc chỉ xem xét 
đường cong y = Ÿ(x) tại một điềm Í({x,y) không cho 
phép ta tỉnh độ dốc của đường cong tại điềm đó. Cần 
phải dựa vào quá trình giới hạn giống như quá trình 
tính diện tích. Quá trình giới hạn này là cc sở của phép 
tính vi phân. Xét một điềm Pạ khác ở trên đường cong 
khá gần điềm P có các tọa độ X¿ yị; Ø9: tị là đường 
thẳng đi qua các điềm P và Pi; đường thẳng này là 
cát tuyến của đường cong, nỏ khác rất ít với đường 
tiếp tuyến tại điềm P, nếu điềm Pạ gần điềm P. Gọi 
góc giữa trục x và đường thẳng t¡ là «¡. Bây giờ ta buộc 
xị dần tới x; lúc đó điềm P¡ sẽ chuyền động trên đường, 
cong tới điềm P và cát tuyến tị sẻ dần tới một vị trí 
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giới hạn, đó chính là tiếp tuyến t với đường cong đã 
cho tại điềm x. Nếu gọi z là góc giữa trục x và tiếp 
tuyến t, thì khi xị —> x ta có: 
Yì —> ÿ, Pị —> P, tị —> L và azr ># 
Tiếp tuyên là giới hạn của cát tuuền, độ đốc của tiếp 
tuuến là giới hạn độ dốc của cát tuyến.* 
Độ dốc của cát tuyến t; được cho bởi công thức : 


0 0091177. ẽ. 5 
X:—X X, =X - 
nếu biều thị phép toán lập số gia bởi ký hiệu A, ta có: 
độ dốc ha = ¬... 
Ax Ax 


Độ đốc của cát tuyến t; là «tỉ số các số gia  — số gia 
.AAy của hàm chia cho số gia Ax của biến độc lập. Ta 
f(x,)—T1Œ) _. 


có độ dốc t= giới hạn của độ dốc t,; —=lim 
| X;.—X 


= lim 





v ;, trong đó giới hạn được tính khi x, -> X 
X 


tức là khi Ax = (%x, =1) = 0. 


Tiếp tuyến t uới một đưởng cong cho trước có độ đốc 


ẦỨ_ khí Az=z—¿ — œ dần tới 0. 
Axz 


bằng giới hạn của tỉ số 





Hàm f(x) ban đầu cho độ cao» của các điềm khác 
nhau của dường cong y =Ÿ(x). Bây giờ ta giả thiết 
điềm P chuyền động theo đường cong y=f(x). Khi đó 
độ dốc tại điềm l' sẽ là một hàm mới của x mà ta ký 


ỨỞ đây các ký hiệu có khác chút it với các ký hiệu ở 
chương VỊ, vì chúng ta có x —* xị. trong đó x; không đồi. 
Không có sự nhầm lẫn nào xảy ra do có sự thay đồi đó. 


112 


http://tieulun.hopto.org 


hiệu là f'{x) và gọi 
tên là đạo hàm của 
hàm f(x). — 

Quá trình giới bạn 
nhờ đỏ ta tìm được 
đạo hàm được gọi là 
phép vi phân hàm 
f(x). Quá trình này là 
một phép toản cho 
ửng với hàm f(x) đã 
cho một hàm khác 
f*{x) nào đó theo một H, 268— Đạo hàm xem như giới bạn 
quy tắc nhất định. 

Tương tự như vậy, khi định nghĩa bản thân hàm f(x] 
ta đã xác lập một qui tắc cho ứng với mỗi giá trị của 
biển x với một giá trị nào đó của hàm f(x). Vậy: 





f(x) là độ cao của đường cong y = f(x) tại điềm #, 
f(x) là dộ dốc của đường cong y = Í() tại điềm x. 


.ị “xế 


f*x) = lim 


khi xị —> X. 
Ta còn thường dùng một ký hiệu khác là: 
f*({x) = DÍ(), 
trong đó kỷ hiệu D là chữ đầu của từ differentia có 
nghĩa là a số gia »; đối với đạo hàm y = Í{x) còn cỏ ký 
hiệu của Lâybnitx. 
ỞY hoặc C1ÓU, 


X dx 
mà ta sẽ xét đến ở §4 với ngụ ý rằng đạo hàm được 
_AY hoặc Af(x) 
PA? 5 Ax 





tỉnh như giới hạn của tỉ số các số gia 


8— 2052 112 


http://tieulun.hopto.org 


Nếu qui ước 
chuyền động theo 
đường cong được 
thực hiện theo 
chiều tăng của x¿ 
ta có thể kết luận:. 
đạo hàm lại mmột 
diêm nào đó H. 269 — Dấu của đao hàm 
dương (f*(x) > 0) 
tức là đường cong đi lên (giá trị y tăng), Trái lại, đạc 
hàm âm (f{x) =< 0), tức là đường cong đi xuống (giả trị 
y giảm); cuối cùng, nến đạo hàm triệt tiêu (f*{%) = 0) 
thì đường cong cỏ phương nằm ngang lại giả trị tương 
tnợ của x. Tại các điềm cực đại và cực tiều, độ dốc 
phải bằng 0 (H. 269). Như vậy, khi giải phương trình 
f'{x) = 0 đối với x ta tìm được các vị trí cực đại và 
cực tiều như lần đầu tiên Fecma đã làm. 

3. Các oí dụ. Có thể làm sáng tỏ rằng các lập luận dẫn 
đến định nghĩa (1) đã mất ý nghĩa thực tiễn của nó. 
Thực vậy, một bài toán đã được thay thế bằng một bài 
toán khác : đáng lẽ tìm độ đốc của tiếp tuyến với đường 
cong y = Í(x) tại một điềm nào đó, ta phải tỉnh giới 
hạn (1) mà thoạt nhìn thì khó thấy là tương đương với 
nhau. Nhưng nếu ta không xét đạng tông quát mà xét 
những hàm riêng biệt thì ta sẽ được những kết quả rất 
hiện thực. 

Hàm đơn giản nhất là hàm f(x) = c, trong đó e 
không đồi. Đồ thị của hàm này y = Í(x) = c là đường 
thẳng nẫm trùng với mọi tiếp tuyến của nó; tất nhiên, 
đối với mọi x ta có hệ thức: f*{x) = 0. 

Điều này cũng suy ra được từ định nghĩa (1); thực 
vậy: 





Ay _—_ (fXịy) — f(x) "ằ...... 0 = 0 
Ax Xị — X gx—xX Xx—x ` 
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Như “ ta có kết quả hiền nhiên: 
mộc — =7 sa sa 
—x 
Tiếp sau đỏ, ta nN Thiền: đơn giản y = Ÿ (x) = x mà 
đồ thị là dường phân giác của góc vuông thứ nhất. 
Về mặt hình học thì rỗ ràng đối với mọi x: f(x) = 1; 
định nghĩa giải tích (1) lại cho : 


-_f(Xị) — Í(%) _ Xị — X 1 
XÃ — X X‡ị — X 
tức là” 
lim TC) — CÓ — 1 khi x, —> x, 


X;ị — X 
Một thí dụ không thông thường đơn giản nhất là 
phép vỉ phân hàm y = Í(x) = x?, mà thực chất là tìm 
độ dốc của parabol. Đây là một thi dụ đơn giản nhất 
mà qua đó ta học được cách chuyền qua giởi hạn mà 
thoạt tiên tưởng như kết quả chưa được rõ. Ta có : 
Ay _ Í(x) — f(x) xi —X? 
AX — X; — X =¬. 
Nếu ta cho qua giởi hạn trực tiếp ở tử và mẫu thì 


được biều thức vô nghĩa n . Nhưng, có thể tránh được 


khó khăn đó nếu giản ước cho thừa sỐ xị — X Írước 
khi cho qua giới hạn (việc giẫn ước như thế là đùng, 

bởi vì khi tính giới han của tỉ số các số gia ta đã coi 
như x © xị (xem §3 chương 6). Như vậy ta có kết quả : 


x? — X/ X X) (Xị — X) 
1 _ (Xi + ) = Xụ + X. 
Xy — X Xị — X | 


Sau khi giản ước, việc tìm giới hạn khi x -> x; không 
có khó khăn gì. Giởi hạn này được tìm bằng « phép 
thế » đơn giản vì tỉỈ số các số gia dưới đạng mới %xị + x 
là liên tục, còn giời hạn của hàm liên tục khỉ xị -> X 
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là giá trị của hàm tại xị = X; tronu thí dụ này, ta có 
tric tiếp x + x-=2x; do đó, nếu f(x) = x2 thì f*(x) = 2x. 
Hoàn toàn tương tự, ta có thẻ chứng mình rằng 
trong trường hợp [(x) — : x3, ta có f*{x) = 3x! 
Thực vậy, tỉ số : 
Ay f(H) —Í@%) x? —*#° 
Äx xxx  xXx—X 
giản ước được theo công thức : | 
XI — Xã =(Xị — X) (XỈ -} Xị X +. X?) 
mẫu số x — x; — được ước lược đi, ta có biều thức 
liên tục: 


khi x, đần tới x thì biều thức này d dần tới tồng 
X? + X? -+ X2. 
Vậy ta có: 
f*x) —8x!. 
Tồng quát, đối với hàm f(x) = x* (n nguyên đương), 
đạo hàm sẽ có dạng: f*{x) = nx°-1, 
Sau đây là một thí dụ cho phép tính trực tiếp đạo 


Xét hàm y = f(x) = -—. 
. x 





ta có 

Ma. 156.6. 

Âx  xi—x Xrị x/` XẴĂX X,X Xi—X 
Rút gọn phân thức ta được : Ay = — _SÖ . Đây là 

Ax x,x 
một biều thức liên tục tại điềm x; =x. Do đó, ta có: 
f*{x) —= — .ã & 
. *a 
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Tất nhiên, trong trường hợp này thì cả đạo hàm và 
bản thân hàm đều không xác định tại điềm x= 0. 


Đây giờ ta tính đạo hàm của hàm: 
y=Í(x)= Wx, 
Trong tỉ số số gia ta thu được: 


Ay Sà D1 Ở x — Vx: 
Ax xX:¡—£ . XS —X 


Dùng công thức x; —x=(WX¿ —Wx)(Vx +Wx), 
có thề ước lược mẫu số và được một biều thức liên tục 
tại điềm x = x: 

Ay SỐ ca 1 
Ax m+Wx. 


Chuyền qua giới hạn, ta có: fx) = : 


2Wxˆ 

4. Đạo hàm của các hàm lượng giác: Bây giờ ta xét 
đến một vấn đề quan trọng — vấn đề tính đạo hàm của 
các hàm lượng giác. Trước hết, ta quy ước sẽ chỉ đo 
góc bằng rađian, 





Muốn lấy đạo hàm của y = f(x) — sinxta đặt x— x=h 
tức là x:;=x-+-h và (xạ) —=siỉin X; = sin(x -+- h}. Áp 
dụng công thức lượng giác cho sin của tồng hai góc 
(sin(A + B)) ta có: 


f(x;¡) = sin(x -+- h) —= sỉnxeosh -+ cosxsinh. 





Từ đó: - 
f(x¡) —TŒ) _ SinŒœ + h) — sinx “sac ( "}# 
*;¡—X h h 
ý cosh — Í 
Sinx. Í———————]Ì- 
+-sinx ( h ) 
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Nếu x, dần tời x thì h đần tới 0, sinh dần tới 0 còn 
cosl: đần tới 1. Sau đó áp dụng các kết quả đã biết về 
phép tính giới hạn (xem § 3 chương 6) ta có: 

Hiếu sinh —= Ivà lim cosh—l —_ 0. 
h>o ñh h—>0 1 

Do đó, vẽ phải của hệ thức (2) dân tới cosx. Kết quả 

cuối cùng: hàm f(x) = sinx có đạo hàm là f*{x) = cos*%, 


x d(sinx 
hoặc gọn hơn: — = COSX, 
X 





— 


Muốn tính đạo hàm của hàm số f(x) = tgx, ta viết 


sinx 
lợx = ,„ sau đó tìm được: 
COSX 





— 


f(x-+ h)— [(x) =Í sin(xh) —_ —) 1L _ 


h c€os(x-+h) C€OSX h 

_ Sin(x+h)cosx .~- cos(x-h) sinx 1 

1" h  €o§(X-- h) cosx " 
_ sinh 


h ` cos(x-rh)cosx 

Đẳng thức cuối cùng này thu được nhờ công thức 

sin (A—B) =sin Á cosB—cosA sinB, trong đó À =x+h 

và B—x. Nếu h dần tởi 0 thì T đần tới 1, eos(x-+-h) 

đần tới cosx, do đó ta có kết luận: Đạo hàm của hàm 

f(x) = tgx là hàm f'(x)= —Ì_ hoặc đŒø9 _ _1_, 
COS2x đx cos2x 


5, Tính khả vị và tính liên tục: Điều kiện cần cho 
tinh khả oị của một hàm nào đó là tính liên tục của nó. 


Thật vậy, nếu giới hạn của tỉ số =t tồn tại thì rõ ràng 
X 


SỐ gia Ay của hàm fÍ(x) phải trở nên nhỏ vô cùng khi 
Ax đần tới 0, Mỗi hàm khả vi tất yếu phải liên tục, vì 
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thể, nếu trong chương này ta gặp các hàm khả vỉ thì 
ta luôn nhở rằng chúng được giả thiết là liên tục hoặc 
phải chứng minh tính liên tục của chúng. 

6. Đạo hàm và vận tốc. Đạo hàm bạc hai và gia tốc. 
Cho đến nay, chúng ta đã liên kết khái niệm đạo hàm 
với biêu tượng hình học Yề đồ thị của hàm. Song, thật 
là một sai lầm thô thiền nếu chỉ hạn chế vai trò khải 
niệm đạo hàm trong những bài toán tính độ dốc của 
tiếp tuyến với đường cong cho trước. Với quan điềm 
khoa học thì các bài toán tính vận tốc biến thiên của 
một đại lượng biến thiên f(t) nào đó trong khoảng 
thời gian t còn là quan trọng hơn. Chính từ hưởng này 
mà Niutơn đã đi đến phép tính vi phân. Nói riêng, Niu- 
tơn đã phân tích hiện tượng vận tốc, xem thời gian và vị 
trí của động tử như các đại lượng biến thiên (theo cách 
diễn đạt của Niutơn goi là «fluent »). Khi một động tử 
nào đó chuyển động dọe theo trục x thì chuyền động 
của nó hoàn toàn được xác định bằng cách cho một 
hàm x = Í(t) và chỉ ra vị trí của động tử x tại một thời 
điềm t bất kỳ. «Chuyền động đềuy với vận tốc b 
không đồi đọc theo trục x được xác định bởi hàm tuyến 
tính x=a + bít, trong đó a là vị trí của động tử tại 
thời điềm ban đầu (t= 0). 

Chuyển động của một động tử trên mặt phẳng được 
mỏ tả bởi hai hàm: x= f(, y =g(); những hàm này 
xác định các tọa độ của phần tử xem như các hàm của 
thời gian. Trường hợp riêng, một chuyền động đều sẽ 
tương ứng với hai hàm tuyến tỉnh : x—=a-+ bt, y—=c-+dt; 
trong đó b và d là hai cthành phần » của vận tốc không 
đồi, còn a và c là các tọa độ của vị trí ban đầu của 
động tử (khi t =0); quỹ đạo của động tử là một đường 
thẳng mà phương trình là; (x— a)d — (y —c)b =0. 
Phương trình này thu được bằng cách khử t tử bai hệ 
thức ở trên. 
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Nếu phần tử chu yền động chỉ dưởi tác dụng của 
trọng lực trong mặt phẳng thẳng đứng x, y thì chuyền 
động của nó (đã chứng minh trong vật lý sơ cấp) đước 


xác định bởi hai phương trình: x = a + bt, v(= 


=c-+L- dt —= øt?; trong đó ø, b, c, đ là các đại lượng 


không đồi phụ thuộc vào trạng thái của phần tử tại 
thời điềm ban đầu, ø là gia tốc trọng trường (gần bằng 
9,81) nếu thời gian tính bằng giây. Và khoảng cách tỉnh 
bằng mét. Ta có được quỹ đạo của chuyển động bằng 
cách khử t từ hai phương trình đã cho. Đó là parabol 
@œx - a)° 
b2 

Ngược lại, nến b = Ô thì quï đạo là một đoạn của 
trục tung 

Nếu một động tử buộc phải chuyển động theo một 
đường cong nào đó (tương tự xe lửa chạy trẻn đường 
ray) thì chuyên động có thể được xác định bởi hàm s(t) 
(hàm của thời gian t) bằng độ dài cung s tính theo 
đường cong đã cho từ một điểm Pạ ban dầu nào đó 
đến vị trí của động tử tại điềm P ở thời điểm t. Thí 
dụ, nếu đề cập đến đường tròn đơn vị x? -+- y? = 1 thì 
hàm s = ct xác định trên đường tròn một chuyền động 
quay đều với vận tốc c. 

Mục tiêu đâu tiên mà Niutơn đề ra là tìm vận tốc của 
dộng tử chuyền động không đều. Đề cho đơn giản, ta 
xét chuyển động của động tử đọc theo một, đường 
thắng nào đó cho bởi hàm x = f(). Nếu chuyền động 
là đều tức là được thực hiện với vận tốc không đỏi thì 
có thể tim được vận tốc này bằng cách lấy hai thời 
điềm t và tụ và những vị trỉ tương ứng f() và f(t,) của 
động tử, rồi lập tỈ số: 

%ec vân lếẽ khoảng cách  x¿—x f),—fŒ) 


„` Lm gÚ 
thời gian t;—t t¡ — t Ms) 


y=e+G—a)—g , nếu b +0; 
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Chẳng hạn, nếu t tỉnh bằng giờ, x tính bằng kilomét 
thì khi t; — t = 1, hiệu x; — x sẽ là số kilô mét đi được 
sau †1 giờ, v là vận tốc (tính bằng km/giờ). Ta nỏi rằng 
vận tốc là đại lượng không dồi vì tỉ số : 
‡(;) — f(Ð ` 
bi 
không thay đôi với mọi giá trị của t và t;. Nhưng nếu 
chuyền động là không đều (chẳng hạn khi vật rơi tự 
do, vận tốc tăng lên khi rơi) thì tỉ số (3) không cho các 
giá trị của vận tốc tại thời điềm t mà chỉ biều thị vận 
tốc trung bình trong khoảng thời gian tử t đếnt;. Muốn 
tìm vận tốc tại /hởi điềm † thì phải tính giới hạn của 
vận tốc trung bình khi t;¡ dần tới t. Vậy, theo Niutơn 
thì ta xác định vận tốc như sau: 


Vận tốc ở thời điềm t = lim —)= ?Œ@ 
1 

Nói cách khác, vận tốc là đạo hàm của đường đi (cña 
tọa độ của động tử trên đường thẳng) theo thời giam 
hoặc «vận tốc biến thiên tức thời » của đường đi theo 
thời gian và ngược lại vận tốc biến thiên trung bình 
được xác định theo công thức @). 

Vận tốc biến thiên của chính uận tốc được gọi là gia 
tỐc: gia tốc, nói đơn giản là đạo hàm của đạo hàm 
thường được ký hiệu bởi f°' (t) và gọi là đạo hàm bậc 
hai của hàm f(). Galilê đã nhận xét rằng, khoảng 
cách thẳng đứng x mà vật đi được khi rơi tự lo trong 
một khoảng thời gian t được biều thị bằng cỏng thức 


1 : 
x — fẨ(t) =——øt, (9 
Œ) 28 ) 


trong đó ø là gia tốc trọng trường. Từ công thức (ð), 
bằng cách lấy đạo hàm ta có được vận tốc v của vệt 
tại thời điềm t. Vận tốc này được biểu thị bởi công 

thức v= f? Œđ) = øt (6) 
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còn gia tốc a không đồi được biều thị bởi công thức 
a - Ÿ ({)=E. 

Ta giả thiết cần tìm vận tốc của vật 2 giày sau khi 

bắt đầu rơi, Đầu tiên ta tìm vận tốc trung bình trong 

khoảng thời gian từ t = 2 đến t—2,l: 

Ì „si — 1 2 
26.9) 8°” - ¿905.041 
2,1 — 2 _—— 01 
Đặt trong công thức (6) giá trị t = 2, ta được vận tốc 
tức thời ở cuối giây thứ hai là 19,62 (m/sec). 

Trong chuyền động của một điềm trên mặt phẳng, 
hai đạo hàm f° (Ð và ø' () của hai hàm x= f() và 
ÿy = ø(t) sẽ xác định ra các thành phần của vận tốc. 
Trong chuyên động dọc theo một đường cong cho 
trước, vận tốc phái được xác định như đạo hàm của 
hàm s = Íf(Œ) trong đó s là độ dài cung. 


7. Ý nghia hình học của đạo hàm bậc hai. Đạo hàm 
bậc hai f°* (x) cững có ý nghĩa quan trọng trong giải 
tích và trong hình học. Thực vậy, là vận tốc biến 
thiên của độ dốc f'(x) của đường cong y = f(x), đạo 
hàm bậc hai chỉ sự lồi lõm của đường cong. Nếu 
trong một khoảng nào đó đạo hàm bậc hai lớn hơn 0 
thì vận tốc biến thiên của độ đốc f° (x) là dương. Dấu 
dương của vận tốc biến thiên của ruột bàm nào đó chỉ 


#£%;/>e Â 





.[£ T~ + 
H, 270 — 271. Sự lõm và lồi của đường cong 
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rằng hàm đó táng khi đối số x tăng. Do đó, bất dẳng 
thức ƒ'* (x) >0 chứng tổ độ dốc f' (x) là hàm tăng 
của x, nghĩa là khi x tăng, thì đường cong sẽ dựng 
đứng hơn ở chỗ mà độ dốc của nó dương, và sẽ thoai 
thoái hơn ở chỗ mà độ dốc âm. Ta qui ước nói rằng, 
trong trường bợp đó đường cong là lốm (H. 270). Tương 
tự, nếu f' (x) << 0 thì ta nói rằng đường cong y = Í(x) 
là lồi (H. 271). 


Parabol y = f(x)= x? lỡn ở khấp nơi vì đạo hàm 
bậc hai của nó (f*'(x) =2) luòn dương. Đường cong 
ÿ = Í(x) = x2 lõm khi x >0 và lỗi khi x < 0(H. 153); 
điều này thề hiện ở đạo hàm bậc hai của nó ƒ" (x)=ôx: 
bạn đọc có thê tự chứng minh dễ dàng. Mặt khác, 
khi x==0 ta có f' (x)= 3 x? =0 (nhưng không có cự: 
đại và cực tiều), và ƒ'{4x)—=0 khi x=0. Điểm này 
được gọi là điềm uốn. Tại những điềm như vậy, tiếp 
tuyến (trong trường hợp trục x đã cho) sẽ cắt đường 
cong, 

Nếu s biểu thị độ đài cunz của đường conz, ø là độ 
đốc thì hàm z = h(s) là hàm của biến s. Khi di chuyền 
điềm theo đường cong thì hàm œ = h(s) sẽ thay đồi, 
Vận tốc hs) của sự biến thiên được gọi là độ cong 
của đường cong tại điềm mà độ dài cung bằng s. Ta 
nhấn mạnh nhưng không chứng minh rằng độ cong k 
có thể biều thị được nhờ đạo hàm bậc nhất và bậc hai 
của hàm y = f(x) theo công thức sau đây: 

k=f*x): (1+ Œ'(x)?3? 

8. Cực đại và cực tiều, Muốn tìm giá trị lớn nhất và 
nhỏ nhất của hàm f(x) cho trườc, đầu tiên t3 phải tính 
đạo hàm f*{x) của nó, sau đó tìm những giá trị x tại đó 
đạo hàm triệt tiêu và, cuối cùng nghiên cứu xem lại 
những điềm nào trong số những điềm đó hàm có cực 
đại và cực tiều. Vấn đề sau cùng có thê giải quyết được 
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nhờ đạo hàm bậc hai f'*x), dấu của nó chỉ rõ tỉnh lồi 
hoặc tính lõm của đồ thị đường cong. Nếu đạo hàm bậc 
hai triệt tiêu thì thông thường ta có điểm uốn, khi đó 
không có cực trị. Chủ ý đến dấu của đạo hàm bậc nhất 
và bậc hai, không những ta có thể tìm được cực trị của 
hàm mà còn xác định được dạng đồ thị của nó. Phương 
pháp đã nêu cho phép ta tách ra những giá trị X tại đó 
hàm có crc trị. Muốn tìm những giá trị tương ửng của 
bản thản hàm y =l(x), cần thay thế những giá trị x tìm 
được vào biều thức Í(x). 
Đồ làm thi dụ, ta xét đa thức: 
f(x) = 2x2 — 9x2 + 12x -+-1; 

các đạo hàm của nó là: 

f{x) = 6x? — lềx + 12, 

f{x) = 12x — TS. 

Phương trình bậc hai f'(x) = 0Ö có các nghiệm xị =1, 
xạ = 2, tại những điểm này giá trị của đạo hàm bậc hai 
bằng f{x¿) = -6<0, f*{x;) = 6> 0. Đo đó, hàm F(x) 
có cực dại [(x) = 6 và có cực tiêu f(X;) = Ð 


§3. KỸ THUẬT TÍNII ĐẠO HÀM 

Từ trước đến giờ, chúng ta đã cố gắng tỉnh đạo hàm 
của một loạt các hàm riêng biệt dựa vào dạng được 
chọn của iỈ số số gia. Bước tiến quan trọng trong 
nhữnz còng trình nợ hiên cứu của Niutơn, Lâybnitx 
và những người kế tục họ là đã thay thế được những 
thủ thuật cá biệt rời rac đó bằng những phương 
pháp tòng THAY có hiệu lực hơn. Nhờ những phương 
pháp này gần nhr có thể tính đạo hàm một hàm bất 
kỳ trong số những hàm thường gặp trong toán học mà 
chỉ cần dựa vào một số ít các qui tắc đơn giản và biết 
áp dụng chúng. Tập hợp những biện pháp đó tạo ra 
tính chất «aÌgorit » của việc tính toán, 
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Chúng ta không thể đi sâu vào kỹ thuật này. Chỉ nêu 
ra ở đày một số ítqui tắc đơn giản nhất, 

q) Dạo hàin của tông. Nếu a và b là những số không 
đôi và hàm k(x) được cho bởi công thức: 

k(x) = aÍ(x) + bg(S), 
thì tự bạn đọc sẽ chứng minh được dễ dàng điều sau 
k*(x) = afx) + bø's). 
Một qui tíc trơng tự cũng đúng với một số số hạng 
tùy ý. 
b) Dạo hàm của tích. Đạo hàm của tích p(x) = Í(x) X 
x g(x) được biểu thị bởi công thức: 
px) = Í(x) g\(x) + f{x) gŒœ). 
Có thể chứng minh để dàng điều này. Ta vừa thêm và 
bớt vào p(x -E h) — p(x) cùng một biêu thức f(x-+h) g(): 
pŒ -++ h) — p(x) = f(x + l) g(x +- h) — Í{(x) g(x) = 
= f(x + h)g(x + h) — Í(x + h) g(%x) + 
+ f{x + h)g) — l(x) gG). 
Kết hợp hai số hạng đầu và hai số hạng cuối, ta có: 
pŒ& + h) — px) _ f(x -‡- h) gí + h) — g(Œ) : 
h h 
+ g(x) fx + = f(x) 

Bây giờ cho h đần tới 0. Vì f(x + h) dân tới f(x) cho 
nên điều khẳng định ở trên đã được chứng mình, 

Nhờ các qui tắc a/ và b/, có thể tỉnh đạo hàm một đa 
thức bất kỳ f(x) = aạ + a¡x +... +a,x"; đạo hàm của 
nó là f{x) = a¡ -Ă© 2a¿x +ởa¿x? +... TC nanx°?~!, 

Đề làm một áp dụng, ta có thể chứng mình công 
thức nhị thức (§ 2 chương 1). Theo công thức đó thì lũy 
thừa cửa một nhị thức (1 -_ x)? được phân tích thành 
một đa thức có dạng như sau: 


f(x) = (1 + x)"? =1 + aix+asx2 +} a¿x) +... ax”,  () 
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trong đó hệ số ay, được cho bởi công thức 
_ nín - f)..(n— k+†) 
kị 

Ta đã thấy rằng (§ 2 chương 8) đạo hàm vế trải của 
công thức (1) là n(1 + x)°-!, Dựa vào mục trước thì: 

n{(Í -}- x)”^! =a; -L- 2a„x -+- 3asx? +... -†Ÿ naaxP-1 (3) 
Nếu đặt x = Ô vào công thức này thì ta được n= a¡ 
phù hợp với công thức (2) khi k==l. Lấy đạo hàm 
công thức (3) một lân nữa, ta có # 

nén —~ 1)(1 + x Ni =—= 2a; +3 2a›;Xx +... 
» “+ nịn — 1)aax"~?, 

Thay x=U vào công thức này ta cỏ 2a; = n(n — Ì) 
phù hợp với công thức (2) khi k = 2. 


âự 


c) Đạo hàm của thương. Nếu q(x) = __ thì 
g(x 


gŒ)PŒ) — f(x)#gŒ) 
_(gœ))2 
Đề nghị bạn đọc tự chứng minh đề luyện tập. Tất 
nhiên, cần giả thiết g(x) z O. 
Bây giờ ta đã biết tính đạo hàm của một hàm là tỉ 


—* có đạo hàm là 
x 


q(K) = 





số của hai đa thức. Thi dụ f(x) = ĩ 





f'{x) = ~=g +1) =Œd—x) _ 2 5 
qd+x _ (1+x)}? 


d) Đạo hàm của các hàm ngược. Nếu các hàm 
~= Í(x) và x= g(y) là ngược nhau (chẳng hạn y = xŸ 
và x— Vy) thì đạo hàm của một hàm này là nghịch 
đảo của đạo hàm của hàm kia. Tức là: 
1 


s0) —¬nG " 
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Dễ chứng mỉnh khẳng định này nếu ta đề ý đến sự 
nghịch đảo của các tỷ số các số gia mi và . điều 
Ax Ay 


này cũng thê hiện rõ qua minh họa hình học của các 
hàm ngược nêu ở §1 chương VỊ, nếu xét độ dốc của 
tiếp tuyến với trục y chứ không phải đối với trục x. 


Dễ làm thí dụ, ta tính đạo hàm của y = Í(x) = 

1 
=  Ÿx = X*, là hàm ngược với hàm x = y” (xem lập 
luận đày đủ hơn cho trường hợp m =.S ở §2chương 


§. Vì hàm x=— y” có đạo hàm là my"””!, cho nên: 





1 1 Y 1 _ 
í° X)Ì—=>————— =_—, — —— VY ĐỘ 
Œ) my” my" m 37 


1 
f*{x) = mm” 


Đề làm thí dụ sau cùng, ta iấy đạo hàm của hàm 
lượng giác ngược (xem § 1 chương 6) y = arctgx (tương 
đương với x = tgy). Muốn bảo đảm tỉnh xác định đơn 
trị của hàm y, ta giả thiết biến y biều thị độ đo góc 





bằng rađian giới bạn trong khoảng — _ <y< = 
Ta biết rằng E0. NC- : 
dy COS9y 


1 InÔsr %vy 
_ SInẨY -Ƒ COSỐY =1-- ts?y—1-+x?, cho nên 
Cos2y CoS2y 





d(arctgx) _ 1 


có thể kết luận f(x) = 3 1+x? 
- X 
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Cũng tương tự như vậy, bạn đọc có thể rút ra những 
công thức sau đây 











d(arctg x) _—_ 1 
— dr  1+x 
d(arcsinx) _—_ 1 
dx — Vl—x?' 
d(arcosx) _ 1 
dx - Vi—x? 


Cuối cùng, ta đi đến một qui tắc quan trọng sau đây : 
e) Đạo hàm của các hàm hợp. Các hàm hợp bao gồm 
hai (hoặc nhiều hàm) đơn giản. Thí dụ, hàm z = sin x 
gồm các hàm z = siny và y = Vx; hàm z= x-+ Vx 
gồm các hàm z = y -} yŠ và y = Vx; hàm z = sỉn(x?) 


gồm các hàm z = siny và y = x2; hàm z= sỉn Ki göm 
x 
l 1 
các hàm z = siny và ÿy = ——. 
x 


Nếu trong hai hàm cho trước z = £(y) và y = Í() 
ta thay thế hàm thứ hai vào hàm thử nhất, ta sẽ được 
hàm hợp 


z = k(x) = g[f(xw)] 
Ta sẽ chứng minh công thức k'x) =g'(y).f(x) (4) 
Muốn vậy ta lập tỷ số: 
ke) -k(x) — Z—Z Yi—V 
X.—X — Yi—Y ` Xị —X 
trong đó yị = Í(x) và zZ¡ = g(y:) = k(x). Khi x¡ đần 
tởi x, vế trái dần tới k'(x), hai thừa số ở vế phải theo 
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thứ tự dần tới g'(y) và 
f(x). Công thức (4) đã 
được chứng mình. 
Trong chứng minh này # 
cần điều kiện y¡— y +0, _ 
Thực vậy, ta dã chia cho ĐC Hi? 
AY = y¡ — y. vì thế, cần H.272 — y— sin CV x) 
loại ra những giá trị của 
xị tại đó y — y = 0. Song công thức (4) vẫn còn đúng 
trong trường hợp Ay bằng 0 ở trong một khoảng bao 
quanh điềm x. Trong giả thiết đó y giữ nguyên không 
vđồi tức là f'(x) = 0; 
mặt khác, cả k(x) =g(y) 
ñ cũng không đồi đối với 
¬—œ X (vì y không thay đồi 
khi x thay đồi), do đỏ 
W-3⁄2(+Ð) kx) = 0; như vậy; 
| công thức (4) cũng đúng 
trong trường hợp này 
Bạn đọc nên kiềm tra lại các thí dụ sau đây; 


.. 1 
k(*) = sinVx, k'{(x) = (cosV x)- TỰ 


k(x) = Ýx + V®. 





kÁ 


H.273 — y = sin(x?) 








L 
+ —— ° —-. 
k*{x) = (1 + 5x2). 2V 
k(x) = sin(X?), k*{x) = cos(x?).. 2x 
k(x) = sin ¬ k*(x) nh ° ¬ 


T—šT k' `. 
k(x) — VÍ —s° là NET. Nhu ngu 


Bây giờ đã có thể nhấn mạnh rằng mọi còng thức có 
liên quan đến các lũy thừa của x có thề hợp nhất lại 
thành một công thức chung. 
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Với mọi r hữu tÌ dương hoặc âm, hàm /(+) = + có 
đạo hàm f*(+) = ra"! 


§ 4. CÁC KÝ HIỆU CỦA ILÂYBNITX VÀ CÁC * VÔ CÙNG BÉ > 


Niutơn và Lâybnitx đã tìm tích phân và đạo hàm 
như là các giởi hạn. Nhưng những cơ sở cơ bản nhất 
của giải tích mà từ lâu vẫn chưa được làm sáng tỏ là 
ở chỗ chưa muốn thửa nhận cải đặc quyền của khái 
niệm giới hạn được xem là nguồn gốc của những 
phương pháp mới. Cả Niutơn lẫn Lâybnitx đều đã 
không thể giữ được lập trường rổ ràng dỏ, điều mà 
hiện nay đối với chúng ta là đơn giản và tự nhiên khi 
khải niệm giới hạn đã hoàn toàn sáng tỏ. Điều đó đã 
ngự trị hơn một thế kỷ, khoảng thời gian mà bản chất 
của xấn đề đã bị làm mờ đi bằng những lập luận vò 
ích về các « đại lượng vô cùng bé», về các « vi phân», 
về «tỷ số cuối cùng» v.v.. Sự khiên ecưởng của các 
khái niệm mà rút cục đã bị bác bỏ có căn nguyên sâu 
xa ở trong các kbhải niệm triết học thời đó và trong 
bản chất tư duy của con người. Dường như có thề lập 
luận như sau: tất nhiên, tích phân và đạo hàm có thể 
xem như là các giởi hạn. Nhưng rút cục thì những sự 
vật đó « tự thân » là sự chuyên qua giới hạn, độc lập 
đối với phương pháp đặc thù đề mô tả chúng. Những 
khái niệm có tỉnh chất trực giác như điện tích hoặc 
độ đốc của đường cong hình như có một ý nghĩa tuyệt 
đối «tự thản » mà không cần thiết phải đưa vào những 
đa giác nội tiếp hoặc những cát tuyến và giới hạn của 
chúng. Tất nhiên, xét về quan điềm tâm lý học thì ý 
muốn hình thành các định nghĩa thích hợp về diện 
tích hoặc độ dốc của một đường cong như «vật tự 
thân» là hoàn toàn có lý. Song với những mục tiêu 
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chín chắn nhằm mở đường đi tới sự tiến bộ thực sự 
của tư tưởng, cần phải từ bỏ ý muốn đó và nhìn nhận 
chúng với sự chuyền qua giới hạn trong mọt định 
nghĩa thống nhất, thừa nhận được về mặt ý nghĩa 
khoa học. Trong thế kỷ thử XVII đã không có những 
truyền thống về mặt tỉnh thần cho phép có được một 
sự thay đồi về cơ bản như vậy. 


Ý định của Lâybnitx là «giải thích» đạo hàm trong 
mối liên hệ trực tiếp và hoàn hảo với các ký hiệu mà 
ông đã đưa ra đối với tỷ số các số gia của hàm Í(x) 


Ay _ fŒm) — f@)- 
Ax X.,—X 


Giới hạn của tỷ số này tức là đạo hàm (mà chúng ta 
đã quen dùng theo cách ký hiệu của Lagrăngiơ là 





f'{x)) đã được Lâybnitx viết nhờ ký hiệu, n , bằng 
X 


cách thay thể ký hiệu của một hiệu bằng «ký hiệu vi 
phân › d. Sẽ không nảy ra khó khăn và bí hiềm gì nếu 
nhận thức rõ rằng ký hiệu đó chỉ là sự chỉ ra điều 
kiện cần đề thực hiện được sự cho qua giới hạn khi 
Az —> 0 là nó kéo theo Ay —0. Trước khi cho qua giới 
hạn, phải giản ước tử và mẫu cho x hoặc biến đồi tỉ 
số đó sao cho sự qua giới hạn được thực hiện nguyên 
vẹn. Trong mỗi trường hợp riêng biệt, đó là điềm mấu 
chốt của quá trình vi phân. Nếu ta cho qua giới bạn 
mà không có những ước lược sơ bộ như vậy thì ta 





được một biều thức không có nghĩa ^ = “a + biểu 
x 
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thức này không đem lại lợi ích gì. Sự bí hiềm và sự 
không rõ ràng chỉ xảv ra tronơ trường hợp ta theo 
gương của Lâybnitx hoặc nhiều người kế tục ông đã 
nói một cái gì đó tương tự như san: qAx không dần 
tới 0. Trái lại egiá trị cuối cùng» Ax không bằng 0 
mà là ø« mót đại lượng 0ó cùng bé », « một ð phần » được 
biều thị bởi ký hiệu dx. Tương tự, Ay có giá trị « cuối 
cùng» là lượng nhỏ vô hạn dự. TỶ số thực sự của 
những vi phân nhổ vô hạn đó lại là một số bình 
thường Íx) =— = ›». Vì thế, Lâybnitx đã gọi đạo 
X 

hàm là « tỉ số vi phân ›. Những đại lượng vô cùng nhỏ 
như vậy sẽ được xem như những số mới nào đó, tuy 
khác 0 nhưng lại nhỏ hơn bất kỳ một số dương nào 
Lrong hệ thống các số thực, 


Người ta cho rằng những khải niệm như vậy chỉ 
hiểu được đối với một số ít người nhạy bén toản học 
thực sự. Do đó giải thích nỏ về bản chất là rất khó, 
bởi vì không phải ai cũng có sự nhạy bén đó hoặc có 
thẻ phát triền nó được. Tương tự như vậy, tích phân 
được xem như tồng của «một số vô cùng lớn các số 
hạng vô cùng bé» có dạng f(x)dx. Đã tồn tại một quan 
niệm cho rằng một tồng như vậy là tích phân hoặc diện 
tích, trong khi việc tính giá trị của nó như là giới hạn 
của một dẩy các tông hữu hạn của các số hạng thông 
thường f(xj) Axj, mỗi số hạng này được xem như một 
phần phụ thêm nào đó. Bây giờ chúng ta sẽ bỏ ý 
định giải thích trực tiếp và sẽ định nghĩa tích phân 
như là giới hạn của một đẩy các tông hữu hạn, Nhờ 
con đường này mà mọi khó khăn sẽ vượt qua được 
và tất cả những cải quý giả trong giải tích sẽ cỏ dược 
một cơ sở vững chắc. 
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Bất luận những điều đã nên ở trên, việc áp dụng 


”) 


cách kỹ hiệu của Lâybni(x: n đối với đao hàm và 
đx 

ff(x)dx đối với tích phân không những vẫn được tiếp 
tục mà còn tổ ra rất cỏ ích, Không có lý do gì để phản 
đối việc sử dụng đó, nếu như ta không quên rằng ký 
hiệu d chỉ là ký hiệu chuyên tởi giởi hạn. Điềm trội 
của cách ký hiệu Lâybnitx là ở chỗ có thể thao tác với 
các giới hạn của tỷ số hoặc tông số như khi bản thản 
chúng là các tỉ số hoặc tông số. Cách ký hiệu này luôn 
quyền rũ ta gán cho chúng một ý nghĩa phi toán học 
nào đó. Nếu không chịu sự quyến rũ ấy thì ít nhất các 
ký hiệu của Lâvbnitx cũng là một sự rút gọn tuyệt vời 
các biều thức cồng kẽnh có chứa phép tỉnh giới han. 
Về thực chất, chúng cũng là hoàn toàn cần thiết trong 
những phần phát triền xa hơn của lý thuyết. 

Thi dụ, qui tắc d) — đạo hàm của hàm x = s(y) 
ngược với hàm y = f(x) (§ 3 chương 8) được thế hiện 
qua đẳng thức g'(v)f(x) =1. Với các ký hiệu của Làầy- 
bề : IS = Í, tức là có 


bnitx thì nó được ghi phư sau: 
dy dx. 





thể ước lược các ví phân giống như đã làm với các 
phân số thường. Tương tự, cách viết dưới dạng ví phản 
của qui tắc dạo hàm e) của hàm hợp z == k(x) trong đỏ 
Z = E(Vỳ Y = Í(X) sẽ có dạng: 


đdz đdz  dy 
dx dv dx 


- , ° - ˆ^ £ ` s .*` 
Ngoài ra, các ký hiệu của Lâybnitx còn có một điềm 
trội nữa là chún¿ đã chỉ ra được bản thân các đại 
lượng 3, , zở mức độ tường mình cao hơn so với 
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tương quan hàm của chúng. Nhưng tương quan này 
biều thị một gui trình nào đó, tức là một tập hợp các 
phép toán nhờ đỏ ta thủ được một đại lượng khác y từ 
một đại lượng x. Chẳng hạn, hàm ”y == Í(x) = XxỈ Xác 
định một đại lượng y bằng bình phương của đại lượng 
x. Chính bản thân phép toán, trong trường hợp nàv 
phép nâng lên lũy thừa là đối tượng quan tâm của các 
nhà toán học. Các nhà vật lý và các kỹ sư thì lại chủ 
ý trước tiên đến bản thân các đại lượng. Vì thế sự 
nhấn mạnh của bản thân các đại lượng trong các kỷ 
hiệu của Lâybnít đã đặc biệt thu hút những Ban: 
nghiên cứu toán học ứng dụng. 


Cần nêu thêm một thí dụ nữa, Trong khi các vi 
phân» với tư cách là những dại lượng vô cùng bé đã 
bị loại trừ ra khỏi cuộc sống toản học một cách triệt 
đề và không phải là không nhục nhã thì bản thân tử 
« vi phân » lại lén vào cửa sau, nhưng bây giờ là đề biều 
thị một khái niệm bồ ích, hợp pháp một cách hoàn hảo. 
lầây giờ, nó biều thị -số gia Ax khi Ax nhỗ hơn so với 
các đại lượng khác đang xét. Tuy nhiên, ở đây ta không 
thề thảo luận vai trò của khái niệm đó trong các tính 
toán gần đúng. Ta cũng sẽ không xét đến những sự vật 
toán học khác manz tên «vi phân › một cách hợp pháp 
mà trong một số trường hợp đã tỏ ra rất có ích lợi 
trong giải tích và trong các ứng dụng hình học. 


§ 5. ĐỊNH LÝ CƠ BẢN CỦA GIẢI TÍCH 


1. Định lý cơ bản. Khái niệm về phép tích phân 
và một phần khải niệm về phép vi phân đã được phát 
triền tốt từ trước khi có các công trình của Niutơn 
và Lâybnítx. Nhưng đã đến lúc hoàn toàn cần thiết 
phải có một phát minh rắt đơn giản để làm cho giả i 
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tích toán học đã hinh thành có một bước tiến dài. Hai 
quá trình giới bạn đường như khỏng có liên quan gì với 
nhau, một quá trình đề vi phân và một quá trình để 
tích phán ® các hàm, lại có liên hệ chặt chế với nhau, 
Thực vậy, chúng là hai phép toán ngược nhau tương 
tự như phép toán cộng và phép toán trừ, phép toán 
nhân và phép toán chia. Phép tỉnh vi phân và tích 
phân là một cái gì đỏ thống nhất. 

Thành tựu vĩ đại của Niutơn và Lâybnitx là ở chỗ 
các ông lần đầu tiên đä nhận thức được rõ ràng và đã 
áp dụng định lý cơ bản nàu của giải tích. Tắt nhiên, 
phát minh của họ phù hợp với con đường phát triền 
tự nhiên của khoa học và cũng không lấy gì làm lạ 
rằng hai con người khác nhau đã độc lập với nhau và 
gần như đồng thời đạt tới một nhận thức rõ ràng như 
đã nêu ở trên. 

Dề phát biều chính xác định 
lý cơ bản, ta xét (ích phân 
của một hàm y = Í(x) từ một 
hằng số a đến số x mà ta xem 
như một biến. Đề không nhầm 
lẫn cận trên x của tích phân 
f. 274. Tích phần được với biến dườởi dấu tích phân, 


xem như một hàm của ta viết tích phân dưới đạng 
cận trên sau : 





F() = ƒ f()du q) 


đề chứng tổ ta có ý định nghiên cứu tích phân như 
một hàm F(x) của cận trên của nó (H. 274), Hàm F(x) 
này là diện tích phần ở dưởi đường cong y = Í(u), tử 
điềm u=a đến điềm u—x. Đôi khi tích phân F(x) 
với biến cận trên còn được gọi là «tích phân không 
xác định ». 
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Định lý cơ bản của giải tích được phát biểu như sau: 
Đạo hàm của tích phán không xác định (I) theo cạn 
trên z của nó bằng giá trị của hàm ƒ(u) tại điềm: u —=+: 


EF*{x) = fŒ) 

Nói cách khác, quá trình tích phản đit† hàm Í(+) 
đến hàm F(+) bị phá hủu bởi quá trình oì phân ngược 
gới nó áp dụng cho hàm F(z); 

Dựa vào trực giác thì việc chứng minh BiẾlñ đề này 
không có gì khó khăn, Nó dựa trên cái thề hiện của tích 
phân F(x) như một điện tích và đã bị làm rắc rối thêm 
kls ta biểu thị hàm F(+x) dưởi đạng đồ thị và cắt nghĩa 
đạo hàm F*{x) như là độ dốœ tương ứng. Gạt về một 
bên sự thê hiện hình học của đạo hàm như đã xác lập 
trước đây, ta giữ nguyên việc cắt nghĩa tích phân 
F(x) như là một diện tích và việc lấy đạo hàm của hàm 
F(x) sẽ được thực hiện bằng phương pháp giải tịch. Hiệu 

F(x) SE F(x) 
chỉ là diện tích phân ở đưởi 
đường cong y=Í(u) nằm # 
g1Ữa các cận u = xị và u — x 
(H. 275). Dễ nhận thấy giá 
trí bằng số của diện tích 
đỏ bao hàm giữa các số 





7 


(Xx: — x)m và (x, — x)M: 2 + 1y 0 
(x¿— x)m <XF(x)— F(x)< - _ủ — Dùng cho chứng 
(x; — x)M trong đó M và m minh định lý cơ bản 


là các giá trị lớn nhất và nhỏ nhất của hàm f(u) trong 
khoảng từ u =x đến u = x¿. Thực ra, các tích này cho 
ta diện tích của hai hình chữ nhật, một hình chứa 


miền cong đang xét, còn hình kia nằm trong nó. 
Do đỏ: 


F(X;) — F(sxy 
Ã⁄ị — % 


m < <M 
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Ta giả thiết hàm f(u) là liên tục tức là khi x, tiến tới 
x thì hai đại lượng M và m dần tới giá trị của hàm 
f(u) tại điềm u = x, hay giả trị f(x). Trong trường hợp. 
này, có thê coi như đã chứng mình được rằng: 


Ei(xý lim C0 TÚ. vu) (2y 
X.—X 

Ý nghĩa trực quan của kết quả này là vận tốc biến 
thiên của điện tích phần ở dưới đường cong y = Í(x) 
bằng độ cao của đường cong tại điềm x. 

Trong nhiều cuốn sách, nội dung của định iý cơ bản 
này thường bị làm mờ đi bởi cách dùng thuật ngữ 
không thích hợp. Nhiều tác giả đưa khái niệm đạo hàm 
vào trước rồi mới định nghĩa ctích phân không xác 
định » như là kết quả của một phép toán ngược với 
phép vi phản. Họ nói rằng hàm G(x) là tích phân. 
không xác định của hàm f(x) nếu : 

G'{x) = f(Œ) + 

Như vậy, cách trình bày này đã liên kết trực tiếp. 
phép vi phân với từ «tích phân». Mãi về sau khái 
niệm «tich phân không xác định » mởi được đưa vào, 
nó được cắt nghĩa như là một diện tich hoặc một giới 
hạn của dãy các tông mà chưa nhấn mạnh đầy đủ 
rằng bây giờ từ «tích phân » đã biều thị cho một cái 
gì đó hoàn toàn khác trước. Dường như cái cơ bản 
nhất trong lý thuyết chỉ được phát hiện lén lút bằng 
lối cửa sau và học sinh đã gặp khó khăn lớn trong 
việc gắng hiều bản chất của sự việc. Chúng ta không 
gọi hàm G(x), trong đó G*({x) == f{x) là «tích phân 
không xác dịnh » mà gọi là nguyên hàm của hàm Í{%). 
Bây giờ, định lý cơ bản có thể được phát biểu như sau: 

Hàm F(+z) là tích phân của hàm ƒ(+) ới cận dưới 
không đồi oà cận trên là biền +, là một trong những 
nguyên hàm của hàm Íf(z). 
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Ta nói « một tronø » những nguyên hảm bởi 4e nếu 
G(x) là nguyên ñàm của f(x) thì rõ ràng mọi hàm 
H(x) = G(x) + © (C là một hằng số bất kỳ) cũng là 
một nguyên hàm bởi vì H'x) = G*{x). Điều khẳng định 
đảo lại cũng đúng. Hai nguyên hàm G(x) bà H(a+) chỉ 
có thề khác nhau một số hạng hằng số. Thực ra hiệu 
U(x) = G(x) — H(y) có đạo hàm U({x) = GŒ(%x) — 
— Hx) = fÍ(x) — f(x) = 0 là không đồi, bởi vì tất 
nhiên nếu đồ thị của hàm là nằm ngang tại mỗi điềm, 
thì bản thân hàm phải không đồi. 

Điều này dẫn đến một qui tắc quan trọng đề tính 
tích phân trong khoảng từ a đến b với giả thiết đã biết 
một nguyên hàm G(x) bất kỳ của hàm f(x). Theo định 
lý cơ bản thì hàm 


F(x) = lì f(u)du 


cũng là nguyên hàm của hàm f(x). Nghĩa là, F(x) = 
= G6(x)-+C, trong đó € là hằng số. Giá trị của hằng số 


này được xác định nếu ta đề ý rằng E(a) = Ỉ f(u)du= U. 
â 


Do đó : 0 = G(a) + tức là € = -G(a). Hãy giờ, tích 
phân xác định trong khoảng từ a đến x sẽ thỏa mãn 
đẳng thức 


Ex)= / f(u)du = G(x) — G(a); 
thay x bằng b, ta đi đến công thức 
j f(x)du = G(b) — G(a} (3) 
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không phụ thuộc vào nguyên hàm. Nói cách khác, 

b ° ` ° ˆ 
muốn tính tích phân xác định ƒ/ f(x)dx chỉ cần tim một 
hàm G(x) sao cho G'{x) = f(x) rồi lập hiệu G(b) — Œ(a) 


2. Những ứng dụng đầu tiên. Tích phân các hàm *. 
cosx, sỉnx. Hàm arctgx. Ơ đây ta không thể cho một 
quan niệm đầy đủ về vai trò của định lý cơ bản, chỉ 
giới hạn ở việc nêu ra một số thi dụ đặc sắc. lrong 
những hài toán cơ học, vật lỷ hoặc của bản thản toán 
học ta thường phải tính giá trị bằng số của một tích 
phân xác định của nó. Việc tìm tích phân trực tiếp 
như là một giới hạn có thể gặp khó khăn không vượt 
qua dược. Mặt khác, như ta đã thấy ở §3, một phép 
vi phân tùy ý được thực hiện tương đối dễ dàng, và 
có thể thu thập dễ dàng một số lớn các công thức vi 
phân. Ngược lại, mỗi công thức dạng G'*(x) = Í(x) có 
thể xem như một công thức xác dịnh nguyên hàm 
G(x) của hàm Í(x). 


Công thức (3) cho phép ta đùng một số nguyên hàm 
đã biết đề tính tích phân của hàm f(x) trong một 
khoảnzg cho trước nào đỏ, 


Chẳng hạn, nếu muốn tìm tích phân của các lũy thừa 
x3, x?# hoặc dạng tông quát x" thì đơn giản nhất là tiến 
hành như đã chỉ ở § 1. Theo công thức vi phân thì đạo 
hàm của x" bằng nx°"-'!, tức là đạo hàm của hàm 








G w"+1 
(x) = TH (n+1) 
là hàm 
œ'(X) = 282 BE x"”—= x" 
n-+-1 
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nạ] 
Trong trường hợp này, hàm AT là nguyên hàm 
° TẠ - " 


của hàm f(x) = x", do đỏ ta có ngay: 
b"+ ) TH an+ 


j x"ảx = 60) — Ga) = ——— 


Lập luận này đơn giản rất nhiều so với qui trình công 

kềnh để tính trực tiếp tích phân từ giởi hạn của tồng. 
Trong § 3 ta đã thấy rằng với mọi s hữu tỷ dương 

hoặc âm, đạo hàm của hàm x° bằng sx °-1, cho nên 

khi s —=r-¬+-1 hàm 

b ủi on 

r+1` 

có đạo hàm f(x) = G'(x) = x' (ta giả thiết r z — 1 tức 

là s 0), Như vậy, hàm 


xrtl 
r+1 


định của x' và.ta có (với a và b dương và r © —), 
công thức: 


G(x) = 








là nguyên hàm hoặc tích phân không xác 


ò b +1 __ ạr+? 
{ x'đx  ——————— 


ạ r-Ll 


Trong công thức (4) cần giả thiết rằng hàm x" dưới 
dấu tích phân là xác định và liên tục trong khoảng, 
tích phán tức là phải loại trừ điềm x = 0 nếu r <0. 
Đó chính là lý do phải giả thiết a và b đương trong 
trường hợp này. Nếu ta đặt G(x) — _— cosx thì có 
G*{x) = sinx, từ đó suy ra hệ thức 


(2 


\ sinxdx = — (cosa — cos0) = 1 — cosa. 
: : 
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Tương tự, nếu G(x) = sinx thì G'(x) = cosx và 


8 : : 
ƒ c€osxdx = sina — sin0 := sina. 
0 


Từ còng thức đạo hàm của hàm arctgx suy ra được 
một kết quả dặc biệt lý thú: 





d(arctgx) 1 
dx 1-2. 
Nếu như hàm arctgx là nguyên hàm của hàm - 
1-+x3 
thì dựa vào công thức (3) có thê viết 
b1 
arctgb — arctg0 := ƒ ——p dx. 
0 l--K 


Nhưng arctg0 = 0 (giá trị 0 của tang tương ứng với 
giả trị 0 của góc). Như vậy ta có 
b 


1 
aretgb = RE 





ds. 


Đặc biệt nếu b = 1 thì arctg b = ch (giá trị của tang 
P : 


tương ứng vời góc 45° hay T} Bởi vậy, ta thu được 


một công thức đặc biệt 


1 


Ki = - : đx‹ 
4 Ja.x2 


0 
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tiều này chứng tỏ điện tích phầu nằm dười đề thì 


¬ 4 ˆ : | 
của hàm y~« Tà lrong khuảng lừử x = 0 đcn š = Ì 
4 Xˆ 


bằng mọt phần tư diẹn tịch hình troòa đơn vị. 

_3., Công thức Lâybnitx ch‹ số T. Kết quả sau cùng này 
dẫn đến một trong những công thức toán học đẹp nhất 
được phát hiện trong thế kỷ XVII —- đẩy Lâybnitx đề 
tính số mŒ: .. 


+ 


1 1 1 „ 1 1. 
= 7 
P qœ} 


1 | ni x 
-~ ——- “*—— ` “— |... — = SỶ=—=_. tán ._‹ 
] 


9 5 7 9 11 


Kỷ uiệu +... cần được hiểu là dãy các « tông riêng? 
bữu hạn, thu được khi chỉ lấy n số hạng của tông trong 


vế phải của đẳng thức, dần tới giới hạn vĩ khi n tăng 


vô hạn... 

Muốn chứng minh công thức này ta chỉ cần nhờ lại 
công thức tịnh tồng các số hạng của một cấp số nhân 
hữu :hạn : 


i1 — q? _ n 
——T1 =1+q+d2+«.+ g1 + 
i1l—dq 1--q 





Nếu trong đồng nhất thức đại số sau cùng này ta 
đặt q = —' thì: 


1 


l-+-x? 





= l1— Xx?-+ x*“— KkÊ + ...+-(—E)"* !x?=? +H, (8) 


trong đó «số hạng dư » Rạ được cho bởi công thức 
. 


1--x?. 





R; =:. (— lo 
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ở Có thể tích phân đẳng thức (8) 
4rong khoảng từ ÚU đến 1. Theo 
quy tắc a) trong § 3, trong vế 
phải ta phải lấy tồng các tích 
phán của từng số hạng. Dựa 
vào (4) ta biết rằng: 

















? z ⁄ + 
H. 270 — Diện tích ở ¬ Mự bfBri —— am+l 
ỉ = X X= 
dưởi đường cong v m+Í1 ° 
(trong s 
tTX 
khoảng từ 0 đến 1) trong trường hợp riêng la cớ 
+% 
bằng —— 1 1 
: x”"dxz= : do đó : | B = 
m-+ 1 '41—+z? 
Ù 0 
1 „ 1 1 - T, 
=l— + —— + ..-+(hl) + (9) 
3 5 T —Ì 





1 
trong đó TỈ = (—l1)*. _ K đx. Theo công thức (5), 
0 


vế trái của công thức (9) bằng tÑ Hiệu giữa T và. 
tồng riêng 
1 1 (—1)°-! 
Šằ =1 ——+:— . 
° lở 5 Kế T3 — 1 


bằng ¬ — S„ = T.. Còn phải chứng minh rằng T; dần: 
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tới 0 khi n tăng. Ta có bất đẳng thức: 
x^n 


en 


1-_xÊ S - 





Dùng công thức (13) § 1, ta có bất đẳng thức 


Ỉ f(x)dx < ƒ g(x)dx khi f(x) < g(x) và a =< b, 


1-; .x2 


x9 Ị 
cho nên | Tạ } = | ———— dx< \ max 
c0 0 


Theo công thức (4), vế phải của bất đẳng thức này 

















bằng b „ bởi thế | Ta | << _ . Cuối cùng, ta có bất 
2n-+1 2n-+† 
1 
đẳng thức: |— — 
ng thức 2l < 3L 
+ì —— dần tới 0 cho nên S„ dần tới -— khi n tăng. 
2n 4 


Như vậy công thức Lâybnitx.đã được chứng miỉnh. 


§ 6. HÀM MŨ VÀ LOGARLT 


Các khái niệm giải tích giúp ta xây dựng một lý thuyết 
hàm logarit và hàm mũ đầy đủ hơn rất nhiều so với lý 
thuyết đã xây dựng bằng quy trình sơ cấp là cơ sở của 
việc giảng dạy bình thường ở nhà trường. Ở đây, ta 
thường xuất phát từ các lũy thừa nguyên a” của số 
dương a, rồi định nghĩa căn thức n = Ya và tỉnh 
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: ¬- n 
được các giá trị a' với mọi số mũ hữu tỷr = —. Sau 
m 


đỏ, giá trị của lũy thừa a" với x vô tỷ được định nghĩa 
sao cho a* phải là một hàm liên tục của x là một vấn 
đề tế nhị thường được bỏ qua trong khuôn khồ trình 
bày sơ cấp. Cuối cùng, lôgarit của số y với cơ số a 
được gọi là hàm ngược với hàm mũ y = Aa", 

Trong cách trình bày lý thuyết xây dựng trên cơ sở 
giai tích của các hàm này, quá trình tư duy sẽ ngược 
lại. Ta bắt đầu từ lôgarit röi mới đi dến hàm mỗ. 


1. Định nghĩa và tính chất của lôgarit. Số Ơle e. Ta 
sẽ định nghĩa lôgarit hoặc chính xác hơn «lôgarit tự 
nhiên » F(x) — lInx (mối liên hệ của nó với logarit thập 
phân thông thường đã được xác lập trong § 2) 
xem như là điện tích phần ở dưới đường cong y = ân 
trong khoảng tử u = 1 đến tu = x hoặc được quy về 
tích phân sau đây 


b$ 
F(x) =lm= | sói du (Ì) 
u 
1 


(xem H. 5). Ở đây, biến x có thể là một số đương tùy 
ý. Số 0 bị loại trừ vì khi u dần tới 0 thì hàm dưới dấu 
tích phân sẽ dân tới vô hạn. 

Tất nhiên ta phải nghiên cứu hàm F(x). Ta biết rằng 
nguyên hàm của một lũy thừa x" bất kỳ cũng chính là 
xut+l 


,; bậc n == —Í 
n+1 





một hàm loại này bởi vì nó bằng 
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phải loại trừ vì trong trưởng hợp này, mẫu số n + Ï 
triệt tiêu và công thức (4) sẽ mất ý nghĩa. Bởi thế, có 


e 
thể hy vọng việc nghiên cứu tích phân của hàm ba hoặc 
x 


. sẽ dẫn đến một loại hàm mới và lý thú. 
u 


Tuy rằng ta đã thửa nhận công thức (1) làm định 
nghĩa của hàm lnx, song ta còn chưa « biết» bản ,thân 
hàm đó nếu ta chưa xác lập được các tính chất của nó 
và chưa tìm được các phương pháp đề tính số trị của 
nó. Cần lưu ý rằng điềm đặc trưng cho các phương 
pháp hiện đại trong giải tích là ta xuất phát từ các 
khái niệm chung như diện tích hoặc tích phân chẳng 
hạn và dựa trên những khái niệm chung này ta xây 
dựng những định nghĩa tương tự như (1); sau đó ta 
rút ra những tỉnh chất của các sự vật đã được định 
nghĩa và đến cuối cùng mới đi tởi những biều thức 
tường minh để tính số trị của chúng. 

Tính chất đầu tiên quan trọng của hàm logx dược 
suy ra trực tiếp tử định lý cơ bản §5. Theo định lý đó 
thì đẳng thức sau là đúng: 


F'œ%) =-L. @) 
x 


Từ công thức (2) suy ra đạo hàm F(x) luôn đương, 
tất nhiên điều này chứng tỏ rằng hàm lnx đơn điệu 
tăng khi x tăng. 

Tỉnh chất chủ yếu của logarit được biểu thị bởi công 
thức : 

Ina -+ lnb = In(ab}). (3) 

Ý nghĩa của công thức này trong những ứng dụng 
thực tiễn của logarit vào những tỉnh toán bằng số đã 
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được biết rất rổ. Có thề thu được công thức (3) môi 
cách trực quan bằng cách dùng các điện tích được xác 
định bởi ba đại lượng, cụ thề là Ina, lnb và In(ab). 
Nhưng ta sẽ trình bày tÏ mỉ một chứng minh điền hình 
của giải tích. Cùng với hàm F(x) = lInx ta xét một hàm 
khác: 

k(x) = ln(ax) = Ìlnw = F(W). _ 


nếu đặt w = f(x) = ax trong đó a là một hằng số dương 
tùy ý.Có thề lấy đạo hàm của hàm k(x) một cách dễ 
dàng nhờ quy tắc e) trong §3: k'{x) = K'(w). f{x). Từ 
hệ quả của công thức (2) và vì f'{x) = a, biểu thức này 
sẽ có dạng : 


Như vậy, hàm k(x) cũng có cùng một đạo hàm như 
hàm F(x) và (xem phần 1 § 6 chương này) ta sể có 
đồng nhất thức 


ln(ax) = k(x) = E(x) + €, 
trong đó C là hằng số không phụ thuộc vào giá trị của 
biến x. Hãng số c được xác định nhờ phép thế đơn 
giản x = 1 vào đẳng thức sau cùng này. Tử định nghĩa 
(1) suy ra 

E() = Ini —0 
(bởi vì tích phân được lấy làm định nghĩa sể có cận 
trên và cận dưới bằng nhau tại giá trị x = 1). Hây giờ, 
ta có thể viết: 

k(1) = ln(a.1) = lna = lnl +c=ec 


tức là c = lna và vì thế, với mọi x bao giờ ta cũng có 
ln(ax) = Ìna -+ lInx, (3a) 
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Đặt x = b, cuối cùng ta có được eông thức (3) phải 

tìm. Đặc biệt khi a = x ta có: 
In(x?) = 2lnx, 
ln(x?) = ä3lnz, (4) 
In(x°) = nÌnz. 

Từ các đẳng thức (4) có thể kết luận khi x tăng vô 
hạn các giá trị của hàm lnx cũng tăng vô hạn. Chẳng 
hạn chỉ cần lưu ý rằng: 

In2") = nlÌn2_ 
trong đó, tất nhiên vẽ phải tăng lên vô hạn cùng với n, 
nhắc nhở ta tính chất đơn diệu tăng dã được xác nhận 
của hàm lnx. Hơn nữa, ta có: 


0 =Inl = In(x. ~)=mx + c 
x x 
1 
tức là Ìn — = — Ìnx. V3) 
X 
Cuối cùng đẳng thức 
lnx" = rlnx (6) 
cũng đúng với mọi số hữu tỷ r = . Thực vậy, nếu 
n 
đặt x' = u, ta có 
KT. 
nÌlnu = Ìnu? — lnxÐ = Ìnx” = mÌnx 
từ đó: 
Noi 
lnx 


m 
= —— ỈnX, 
n 
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Vì Inx là một hàm liên tục và đơn điệu của x nhận 
giả trị 0 tại x = Í và dần tới vô hạn khi x tăng vô hạn, 
cho nên phải tồn tại một số x nào đó lớn hơn đơn vị 
mà đối với nó ta sẽ có đẳng thức Inx = 1. Theo ơle, 
ta biểu thị số,đó là e (tỉnh đồng nhất của định nghĩa 
này với định nghĩa nêu ở §2 chương VI sẽ được chứng 
mình sau). Như vậy, sốe được xác định bởi phương 
trình 

Ine = 1. (7) 
Ta sẽ đưa số e vào bằng cách dựa trên tính chất của 
hàm liên tục bảo đảm sự tồn tại nghiệm của phương 
trình đỏ. Bây giờ ta tiếp tục tìm kiếm để đạt tởi những 
công thức tường minh cho phép tính c với độ chính 
Xác tùy ý. 

2. Hàm mũ. Tóm tắt các kết quả nêu trên, ta có thể 
nói rằng hàm [f(x) = Ìnx bằng 0 khi x = Ï, đơn điệu 
tăng vô hạn khi x —>©œ (nhưng khi đó đồ thị sẽ có độ 


đốc giảm, bằng đại lượng =} khi x nhỗ hơn đơn vi 
X 
nỏ được biều thị bởi hàm —ln K. ,„ tức là lnx dần tới 
x 


_âm vô cực khi x —> 0. 

Tính chất đơn điệu tăng của hàm y = Ìnx cho phép 
ta khảo sát hàm số ngược với nó. 

x= E(y) 

đồ thị của hàm này (H1,278) thu được từ đồ thị của 
hàm y= lnx:- (H.277) bằng cách thông thường; hàm 
ngược này được xác định với mọi y từ —s> đến +. 
Khi y —> —œ hàm FE(y) dần tới 0; khi y —> +> thị 
DÁY) 
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e k 





H. 277 H1. 278 


Hàm E đang xét có tính chất cơ bản sau đây: 

E(a). E(b) = E(a + b) (8) 
với mọi cặp giá trị a và b. Đồng nhất thức này chỉ là 
một dạng khác của công thức (3) biều thị tính chất của 
logarit. Thực vậy, nếu ta cho công thức (3) dạng 
lnx -L Ìnz = In(zz) rồi đặt 

E(a) = x; E(b) = z (tức là a =lnx, b=lnz), thì 

Sẽ có: 

ln(xz)= lnx -+- lnz= a + b 
từ đó suy ra 

E(a + b) = xz = E(a). E(b) 
Đó là điều cần chứng minh. 
Vì theo định nghĩa Ìlne = Í cho nên có hệ thức : 

E(l) =e; 
kết hợp với công thức (8) ta được đẳng thức 
e? = E(l). E(1) = E2) v...v. Tồng quát: 
E(n) = e" 


với mọi Dp nguyên. Tương tự, ta có E (E) == © n tức là 
n 
12) 
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Bi pm R(S) _ 1Í)“ _. 


đặt ÐP —rta có E(r) = e' với mọi r hữu tỷ 
q | 


Hởi thế, 0iệc định nghĩa lầy thừa vô tỷ của số e theo 

công thức: 
eŸï = E(y) 
đúng với mọi số thực y là hoàn toàn tất nhiên, vì 
hàm E liên tục với mọi giá trị y và đồng nhất với hàm 
eY với mọi giá trị hữu tỷ. Hây giờ, công thức (8) biêu 
thị tính chất cơ bản của hàm E (hoặc hàm mũ theo 
cách gọi tên đã được thừa nhận chung) có thề viết 
bằng đẳng thức 
È*°¿e * =(c v9 (9) 

- được xác lập với mọi giá trị hữu tỉ noặc vỏ tỉ a và b. 
Trong tất cả những lập luận đỏ, ta đã coi c là «cơ số » 
hay chính xác hơn «cơ số tự nhiên» của logarit và 
hàm mũ. Việc chuyển từ cơ số e sang một cơ số dương 
khác nào đó không có gì khỏ khăn. Ta bắt đầu bằng 
việc xem xét loøariL fự nhiên : 


œ — Ìna 


(tương đương với a = e” = el'"*), Ta sẽ định nghĩa 
hàm mũ a* nhờ biều thức phức tạp sau đây: 
z4 —= ax — c1* — ec*ina (10) 
Thi dụ: 10* — exI"12 


Ta gọi hàm ngược với hàm a7 là logarii theo cơ số g; 
dễ hiểu rằng !ogarit tự nhiên của z là tích của x với %‹ 
Nói cách khác, logarit của số z với cơ số a tìm được 
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bằng cách chia logarit tự nhiên của số z cho logarit tự 
nhiên của số a. Nếu a = 10 thì số đó (với bốn chữ số 
có nghĩa) được biểu thị như sau : 

ln10 + 2,303. 


3. Công thức vị phân các hàm e”, a*, x”, Vì ta đã định 
nghĩa hàm mũ là hàm ngược của hàm y =lnx cho nên 
từ qui tắc vi phân các hàm ngược (§ 3) suy ra: " 


tức là E'y) = E). (11) 

Đạo hàm của hàm mũ «tự nhiên» bằng bản thán 
hàm đó. Đỏ là nguồn gốc thực sự của mọi tính chất 
của hàm mũ vả là nguyên nhàn cơ bản của vai trò của 
nó trong mọi ứng dụng mà ta sẽ thấy ngày càng rõ 
trong các mục tiếp sau đây. Dùng các ký hiệu vi phân, 
ta có thể viết công thức (11) dưới đạng sau: 

d x 


Em e1 = ©*, (11a) 


Trong trường hợp tông quát hơn, bằng cách vi phân 
hàm hợp 
f(x) = e** 
Nhờ quy tắc cho trong §3, ta được đẳng thức: 
f*(x) = se”* = «Í(x) 

Như vậy, nếu đặt « = Ina, ta thấy hàm f(x) = a* có 
đạo hàm f*{x) = a* lna 
Dây giờ, ta xét hàm lũy thửa f(x) = x° với số mũ s 
thực bất kỳ và với biến x dương. Ta có thề dịnh 
nghĩa nó bằng công thức 


x — e5Inx 
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Ấp dụng quy tắc vi phân hàm hợp một lần nữa vào 
trường hợp Í(x) = e””, z = Inx, ta tìm được đạo hàm 


l'(X)= se”, _= sxS -- 
x x 


tức là: Ÿ'{x) = sx*~!, hoàn toàn phủ hợp với qui tắc vi 
phân hàm mũ với số mũ s hữu tỉ trước đây. 


4. Các biều thức tường mỉnh của số c và của các 
hàm c” và Ïnx viết dưới đạng giới hạn. Muốn tìm các 
công thức tường minh biểu thị cho những hàm đó, ta 
dùng công thức vi phân các hàm mũ và logarit, Vì đạo 


hàm Inx bằng E5 , cho nên theo định nghĩa đạo hàm 
* 


ta được hệ thức 
1 : lnx;y—ln 


— = Ìi 


xX Xịi—X 


ˆ khi Xị —> X 


Ta đặt x; = x + h và giả thiết h đần tới 0 chạy qua 


bây giờ, áp dụng quÝ tắc phép tỉnh logarit, ta được. 
In(x+—) — Inx . 
m | 


. n 
— nìn ——— = 
x 


Rã 
n 


~n[ít+-k}]~ 3+ 


Nếu ta đặt z thay cho c5 và cho qua giới hạn, hệ 
- | 
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thức viết ở trên sẽ có dạng 


z = lim In |Ít + Ê] | khi n~x = 
R"/z 


hoặc với thuật ngữ của hàm mũ 
e' = lim ụ TC —) khi n -> œ. 12) 
n 
Ta được một công thức đã biết đề xác địnhhàm mũ như 
một giới hạn. Đặc biệt, khi z = 1, công thức này cho: 
e =lim (1+ —_ khi n —x œ; (3) 
n 


còn khi z —= —], ta có 
lim ( —— (13a) 
e n 
Các biều thức này dẫn đến các phân tích thành chuỗi 


vô hạn. Theo định lý nhị thức, có thể viết 
— 1 x? 
nín=1) x' _ 





1 X\ Ta . 
( HỆ tt 21 n2 
n(n —i)(n —2) #x x5 
TT Tập nh Ự n 
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Điều đó cho phép ta dự đoán và hoàn toàn không 
khó khăn gì có thề chứng minh rằng (ở đây ta bỏ 
qua chỉ tiết) khi n—>© có thề cho qua giới hạn bằng 


cách thế các đại lượng : trong mỗi số hạng bằng 0. 
n 


Kết quả, ta được một chuỗi vô hạn quen biết dùng đè 
tính hàm e”: 


9 8 
e*ở=1 = DiẾP kg .- ® © 14 
Sã T MT +. + q14) 
đặc biệt khi x = 1 thì chuỗi hội tụ đến giới hạn e: 
1 1 1 
—= =_—— —-- — ..«.o , 
e=! Trại Tạ” 


điều này khẳng định sự đồng nhất của e với số đã 
định nghĩa ở §2 chương VI. Khi x = ¬—I ta có chuỗi 


5ã ân ân" 


Chuỗi này, với số rất ít số hạng, đã cho một xấp xỉ 
khá cao bởi vì sai số khi lấy đến số hạng thứ n dã 
nhỏ hơn số hạng thứ n + 1. 
Dùng công thức vi phân hàm mũ, ta được một biều 

thức lý thú cho logarit. Hệ thức : 

lim °°—1_ lim f°—® S1 

hộ» h h>o =h 
là đúng vì giới hạn này chính là giá trị đạo hàm của 
hàm e7 khi y = 0, nó bằng 1, Trong cônz thức nảy ta 


đặt -^~ thay cho h, trong dỏ z là số tùy ý, n chạy qua 
n 
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dãy số tự nhiên. Khi đỏ, ta cỏ : 


hay — n(V eF — 1)->z khi n—> co. 

Dùng ký 'hiệu z = lnx hoặc e*=x rủi cục có thể 
viết : : 
Inx = limn(Ÿ x — 1) khi n — œ. (15) 


Vì Ÿ x—> 1 khi n_—> œ (xem §1 phần phụ lục chương 
VI, công thức (15) biều thị logarit dưới dạng tích hai 
thừa số, thừa số thứ nhất dần tới vô bạn, thửa số thử 
hai đần tới 0. 


5. Chuỗi vô hạn cho logarit. Phép tính logarit. 
Không dùng công thức (15), cũng tính được giá trị 
bằng số của các logarit. Một biều thức hoàn toàn 
tường minh khác rất phù hợp với mục đích này còn 
có giá trị cao về mặt lý thuyết. Nhờ phương pháp đã 
áp dụng đề tính =, ta sẽ tìm được biều thức đó dựa 
vào định nghĩa logarit theo công thức (1). Tuy nhiên 
ở đây cần có một bước chuần bị: thay cho hàm lnx, 
ta xét hàm y = ln( -+- x) gồm có các hàm y =Ìnz 
Và Zz = Í + x. la có 

dy _ dy đz 1 1 


=—.= 


dx dz `dx Z l¬+x 





Như vậy, hàm In(1 + x) là nguyên hàm của hàm 


1 
LÊ Theo định lý cơ bản, ta thấy tích phân của 





hàm - Ị 
l-zu 


trong khoảng từ 0 đến x bằng biều thức 
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In (1 + x) —Inl = ln (1 + x) hoặc dưới hình thức 
ky hiệu 


1 
lu 





In(1 -Ƒ x) — du. (16) 
: 


(tất nhiên có thể thu được công thức này một cách 
trực giác từ thề hiện hình học của logarit như là một 
điện tích). | 


Trong công thức (16), thay cho = ta đặt tông 
(1 + 1) 


của cấp số nhân (xem 3 §6 chương này) 








1 
= Í —u+u?—u3~+..., -- (—1)"~!u?-!+ (—l)”, 
-BIRET + + (—]) (—]) 
n 
- T- „Đề thận trọng, ta không làm toán vời chuỗi vô 
u 


hạn mà chỉ làm toán một tông hữu hạn và số hạng đư, 
Số hạng dư này bằng : 


le>sÊ-lP? cau 


Thạy tổng trên vào công thức (16), ta có thể áp dụng 
qui tắc tích phân từng số hạng một tông hữu hạn. 
Tích phân của lũy thừa u° trong khoảng từ 0 đến x 
= 1 
bằng -Š——, Hởi thế ta có ngay: 

s-L1 





v3 4 

In + 8 =x— + Ta tn CD) 

>— + Tạ trong đó số hạng dư Tạ dược biểu thị bởi 
n 


157 


http://tieulun.hopto.org 


tích phân 
u" 


1 +u 


du. 





Tạ = (—1)" 
0 


Bây giờ, ta chứng mỉnh rằng Tạ dần tới 0 khi n tăng, 
với giả định rằng biến x chỉ có thề lớn hơn —I và 
không vượt quá -L1, hay nói cách khác đề cho bất đẳng 
thức —1 < x< 1 được thực hiện (ta đề ý rằng phải kẻ 
cả x— -Ll trong khi không kể —1). Theo giả thiết của 
ta thì trong khoảng tích phân, biến u lớn hơn một số 
—z nào đó dần tới —J1 nhưng bao giờ cũng lớn hơn. 
—1, tức là —Í < —z <<u. Suy ra 0=1—ưz<1-+u. 
Như vậy, với điều kiệnu nằm trong khoảng từ 0 đến x, 
bất đẳng thức sau dúng 

















1+-u `1—4 
$ ki 
1 1 
và do đó  [|ITạ|< \udn Ï 
—t 











n—1 : 
1 Jx| < 1 1 


T — . 
1—z nEÍl ` 1—z n+Í 


hoặc 





nị¬» 





Vì số 1 —« là hằng số cho nên biều thức ở bên phải, 
và do đó cả biều thức |Tại| dần tới 0 khi n tăng, 
nghĩa là, từ bất đẳng thức 
sS 


2 n 
lH3S 1< si cute: 
š h) n 











1 1 
¬—-...- 1 
= 1—z n-+-l Nế, 
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suy ra khi —1=< x <1 thì đẳng thức sau đúng 


3- 


2 4 
l 1 — = — ..e 18} 
n(Ì+x)=x 2T 3 `4 EU (18 


Đặc biệt, nếu thay x= ta được một công thức thú vị 


1 1 1 
ln2—=1—— ——-.=—= =— ..e 19 ' 


Công thức này về mặt cấu trúc giống với công thức 


biều thị số ¬ viết dưới hình thức chuỗi đã nêu trước 


đây. Chuỗi (18) không có giá trị thực tiễn lớn để tỉnh 
các logarit vì miền biến thiên của đại lượng 1 + x giới 
nội trong khoảng từ 0đến 2 và vì tính hội tụ của chuỗi 
này rất chậm: phải lấy nhiều số hạng mới được một 
kết quả tương đối chính xác. Nhờ thủ thuật sau đây ta 
sẽ thu được một biều thức thuận tiện hơn về mặt thực 
tiễn. Ta thay x bằng —x trong công thức (18): 


° v4 
hỢ ni cẰƒ=m..ẽa s. —... (20) 
Sau đó trừ công thức (18) cho công thức (20) và áp 


. đụng phép biến đồi Ina—lnb=lna--n —= In, 


ta được 


l1+x x? x 
¬—— =.., _—. —. eeslSe 21 
ìn ĩ 2(x+ n + E +...) h (21) 


—X 


Chuỗi này hội tụ nhanh hơn. Ngoài ra, vế trái của công 
thức có thể biểu thị logarit của một số dương Z tùy ý, 
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bởi vì phương trình = = Zz cỏ nghiệm x bao hàm 


giữa —l và +1 với mọi x dương. Chẳng hạn, nếu cần 


đỉnh In 3 thì ta đặt x = : „ lúc này ta có: 


1 
1 “=_. 
Hi 7) 

1 
2 





1-—- 


2 
Chỉ cần lấy 6 sổ hạng cho đến số hạng ; “ T204 
ta được giá trị 

In3 = 1,0968 


với năm chữ số có nghĩa. 


§ 7. PIƯƠNG TRÌNH VI PHẢN 


1. Các định nghĩa. Vai trò chủ chốt của hàm mũ và 
hàm lượng giác trong giải tích toán học và trong những 
ửng dụng vào các bài toán vật lý được dựa trên cơ SỞ 
các hàm này là nghiệra của s các phương trình vi phân 
đơn giản nhất ». 


_ Phương trình bỉ phân đối với hàm ần u = (x) có đạo 
hàm ư` = f'(z) (ký hiệu u là hình thức viết tắt rất đạt của 
ký hiệu f(x) vì đại lượng u và sự phụ thuộc hình thức 
của nó với x xem như là hàm f(x) sẽ không cần phải 
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có sự nhấn mạnh đặc biệt) là một phương trình chứa 
hàm u, đạo hàm u' và có thề có biến độc lập x. Chẳng 
bạn như: 


u° = tu + sin(xu) 
hoặc u` + 3u = x? 
Trong trường hợp tổng quát hơn thi phương' trình 
vi phân có thề chứa đạo hàm bậc hai u'' = f”(x) hoặc 
các đạo hàm bậc cao hơn, như phương trình 


n`"'-- 2u* — 3u —0 chẳng hạn. 


Trong mọi trường hợp tương tự, ta có nhiệm vụ tìm 
hàm u = f(x) thỏa mãn phương trình đả cho. 

Nghiệm của phương trình vi phân là sự mở rộng của 
bài toán tích phân, tức là việc tìm nguyên hàm của 
bàm g(x) cho trước, điều này được quy về việc giải 
một phương trình vỉ phân đơn giản nhất 


u`=gØ). 
Thí dụ, các nghiệm của phương trình vi phân; 
u° = x2 


là các hàm u= = +, trong đó C là hằng số tùy Ý. 


2, Phương trình vi phân của hàm mũ. Sự phân rã 
phóng xạ. Định luật tăng trưởng, Lai kép. 

Hàm mũ u= e* là nghiệm của phương trình vỉ 
phân : 

uU=—Uu (1) 

vì đạo hàm của hàm mũ bằng chính hàm đỏ. Nói chung 
hàm u = ce* trong đó c là hằng số tùy ÿ sẽ là nghiệm 
. của phương trình (1). Tương tự, hàm : 
u = cc** (3) 
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trong đó c và k là hai hằng số tùy ý, sẽ là nghiệm của 
phương trình vi phân 
u= ku (3) 
Đảo lại, mọi hàm u = f(x) thỏa mãn phương trình (3) 
sẽ có dạng (2). Thực vậy, giả thứ các hàm x = h(u) và 
u = Ẩ(r) là các hàm ngược, ta có: 
1 


h'=— 
ủ 


—_ 1 
ku. 


Hàm _ là nguyên hàm của đạo hàm ¬ phải tìm, như 
: : 


vậy x = h(u) = _ + b, trong đó b là một hằng số nào 
đó. Suy ra 
lnu = kx — bx 
và HẴGC*h y6 
Đặt đại lượng không đồi e-°* bằng c, ta có 


u = cCck* 
đúng như là điều cần phải thấy trước. 


Ý nghĩa to lớn của phương trình (3) là ở chỗ nó 
« điều chỉnh » các quá trình vật lý, trong đó khối lượng 
u của một vật chất nào đó là hàm của thời gian: 


u = Í(Đ) 
_biến thiên sao cho vận tốc biến thiên tại mỗi thời điểm 
tỷ lệ với khối lượng u của vật chất có, mặt. Trong 
trường hợp này, oán tốc biến thiến tại thời điềm t, 
tức là : l 
ft;j) — f() 


u” =f(t) — lim 
( =.i 
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bằng ku, trong đó klà bệ số tỉ lệ không đồi; k sẽ 
dương nếu u tăng và âm nếu u giảm. Trong cả hai 
trường hợp hàm u sẽ thỏa mẩn phương trình vi phân (8} 
do đó nó sể có đạng: 

tu = cckt 


Hằng số e được xác định nếu biết khối lượng vật 
chất uạ có mặt tại thời điềm ban đầu, tức là khi t= 0. 
Ta tìm được đại lượng 0uọ khi thế t — 0 trong phương 
trình (2): 

Ủọ = ce09 = ©€ 


tử đó suy ra:  — ugekt (4) 


Cần lưu ý rằng ta xuất phát từ giả thiết pận tốc biến 
thiên của đại lượng u cho trước và rút ra định luật (4) 
cho phép tính khối lượng thực của vật chất u tại một 
thời điềm bất kỳ t. Bài toán này độc lập với bài toán 
tìm đạo hàm của một bàm bất kỳ. 


Sự phân rã của một chất phóng xạ nào đó là một thí 
dụ điền hình của loại đã nêu ở trên. Giả thử u = Í(t) 
là khối lượng của vật chất tại thời điềm t, nếu thừa 
nhận giả thiết mỗi phần tử riêng biệt của vật chất có 
một xác suất phân rä xác định nào đó và xác suất này 
không phụ thuộc vào sự có mặt của các phần tử khác 
thì vận tốc mà khối lượng u bị phân rä tại một thời 
điềm t cho trước sẽ tỷ lệ với khối lượng chung của 
chất u. Như vậy, hàm u phải thỏa mãn phương trình (3) 
với hằng số âm k đo độ nhanh của quá trình phón gxạ. 
Dạng của hàm như sau: 

= tạckt 


Từ đó suy ra, trong những khoảng thời gian bằng 
nhau thì có cùng một phần của chất có mặt bị phân rä. 
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Thực vậy, nếu u, là khối lượng vật chất tại thời điềm 
t„ còn n; là khối lượng vật chất tại một thời điềm t; 
tiếp sau nào đó thì 


kt2 
U2 _ Họ” kÍta — tị) 
Uy ugekt1 


biều thức này chỉ phụ thuộc vào hiệu tạ — t;. Chẳng 
hạn, ta sẽ tính thời gian phân rã đề còn lại đúng một 
nửa vật chất, ta phải tính s = t¿ — t¡ từ phương trình 





H; = 1 eˆ 
'ếi 
và được: m6. 6. (5) 
2 k 
—in2 





Đảo lại, biết s, có thề tính được k= 


Đối với mỗi chất phóng xạ 
giá trị s có tên là « chu kỳ nửa 
phân rã ›. Số s hoặc một số 
tương tự nào đó (ví dụ chẳng 


hạn, giá`'trj r trong đó nên 
ủ; 





H. 279. Sự giảm theo định — “ong ) có thể tìm được 


luật mũ? u = uoe“!,k^<0 1 
bằng thực nghiệm, Đối với 


ltađi thì chu kỳ nửa phân rä gần bẵng 1550 năm. Do đó : 


k = —:z.c—— == — 0,0000447, 
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Từ đây ta được:  u —= uge-0'990%44“, 
Một thi dụ và định luật gần với định luật hàin mũ vừa 
xét là định luật lãi kép. Giả thử một vốn uạ (đôla) nào 


đó được cho vay với lãi suất 3% (kép) hàng năm. Sau 
một năm vốn đã trở nên: 


Uy = tạ (1 -+- 0,03); 
sat hai năm nó sẽ là 
uủạ = Uu¿¡ (Ì1 + 0,03) = tạ (đt. + 0,031. 
Cuối cùng, sau t năm nó sể là 
u, = 1, (1 + 0,08)t, _ (6) 


Bây giờ, nếu lãi suất không tính một lần trong nắm 
mà tỉnh một lần trong tháng hoặc tồng quát hơn, một 
lần trong một phần n của một năm thì sau t năm vốn 
sẽ được biểu thị bởi công thức 


s> + n‡ n 
„(1 n =. ca, lít +) I 
n _— 

Nếu giả thiết sế n rất lớn tức là lãi suất được tính 
hàng ngày hoặc hàng giờ thì, nếu tưởng tượng n dần 
tới vô hạn, ta thấy đại lượng trong ngoặc dần tới 
e”“3 theo điều đã nói trong §6 và tới giới bạn thì sau f 
năm vốn sẽ được biều thị bởi công thức 


Uoc®!93t, (7) 


phù hợp với quá trình tính lãi kép liên tục. Cũng có 
thể tỉnh được thời gian s cần đề gấp đôi vốn cơ bản 
cho vay với lãi suất kép 39% liên tục. Ta có 


uọe9?05 
tọ 
100 


— 
— 





tử đó s = ln2 = 23,10 
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Như vậy, vốn sẽ được-gấn đôi sau khoảng gần 23 năm. 
Đáng lễ phải tiến hành theo quy trình mô tả ở trên 
rồi cho qua giới hạn, ta có thề tìm được công thức (7) 
bằng cách nói đơn giản rằng vận tốc tăng u' của vốn 
sẽ tỷ lệ với vốn đó với hệ số tỉ lệ k — 0,03 theo phương 
trình vỉ phân 
u` = ku, trong đó k = 0,03 


Lúc này công thức (7) được suy ra trực tiếp từ công 
thức tông quát (4) 

3. Các thí dụ khác. Dao động đơn giản. Hàm mũ 
thường gặp được trong những tồ hợp phức tạp hơn. 
Chẳng hạn, hàm : 

u= e-kx , (8) 
trong đó k — hằng số dương, là nghiệm của phương 
trình v¡ phân 

ˆ = —2kxu. 


Hàm (8) đóng vai trò quan trọng trong lý thuyết xác 
suất và thống kê. Nó biêu thị, như ta thường nói, luật 
« phân bố chuân ›. 


Các hàm lượng giác u = cosf và v = sint cũng thỏa 


mãn một phương trình vi phân đơn giản. Trước hết, 
ta đề ý đến các lệ thức: 


uU = — Sint = —YV, v = Cosft =, 
lập thành « một hệ hai phương trình vỉ phân với hai 
hàm ần». Vi phân lần thư hai, ta được: 
u'? 


$» ° 
=LƯU =—ÝYÝ 


== —V —= —U, V 


Như vậy, hai hàm u và v của biến thời gian t có thề 
xem như nghiệm của cùng một phương trình vi phân: 
z°*+z =0 @) 
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Đó là một phương trình vi phân « cíp hai» đơn giản 
tức là một phương trình chứa đạo hàm bậc hai của 
hàm z. Phương trình, đó hoặc chính xác hơn, là sự 
mở rộng của nó chứa hằng số dương k? 


z°** + k?z = 0 — (10) 


(các nghiệm của phương trình này là các hàm zZ = coskt 
và z=—sinkt) thường gặp trong khi nghiên cửu lý 
thuyết các dao dộng. Bởi thế các đường cong «hình 
sin» u= sinkt và u = coskt (H.280) đã thu hút được 
sự chú ý của tất cả những ai nghiên cửu cấu trúc của 
các máy cơ học thực hiện hoặc sinh ra các chuyền 
động đao động. 


Cần lưu ý rằng phương trình vi phân (10) là một 
trường hợp lý tưởng không có ma sát hoặc lực cần. 


Trong phương trình vi phân của chuyền động dao 
động, sức cản được biều thị bởi một số hạng rz', tức 
là phương trình sẽ có dạng 

z” + rz`" + k?z =0 `q1) 


mà các nghiệm là các dao động «tắt dần » được biểu 
thị qua toán học bằng công thức 


rt rt 


— mm TỚÁS 
e2 cosot hoặc e 3 sinof; œ =— W -(z) F 


Đồ thị được về trên H.281 (Đề nghị bạn đọc kiềm tra 
lại sự đúng đẳn của các nghiệm đó bằng cách lấy vi phân) 
Các đao động tắt dần là cùng loại với các dao động 
hình sin nhưng biên độ của chúng giảm dần thco thời 
gian do sự vắng mặt thừa số mũ. Sự giảm nhanh hay 
chậm phụ thuộc vào độ lớn của hệ số ma sát r. 
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4. Định luật chuyèn động của Ñiutơn. Tuy chủng ta 
không có ý định phân tích tỉ mỉ hơn nữa các hiện tượng 
tương tự, nhưng cũng phải bao hàm chúng trong một 
sơ đồ chung mà trên cơ sở đó Niutơp. đã tiến hành 
một cuộc cách mạng thực sự trong cơ học và vật 
lý học. 


Ta sẽ xét chuyên động của một phần tử nào đó có 
khối lượng m; ta biều thị các tọa độ không gian của 
nó là những hàm của thời gian t: x(t), y(t), z(t). Như 
vậy, các thành phần của gia tốc sẽ bằng các đạo hàm 
bậc hai x”(t), y”(Ð, z2). Trong lịch sử khoa học thì 
sự kiện có ý nghĩa quyết định là nhận thức của Niutơn 
cho rằng các đại lượng mx”, my", mz°' có thể được 
xem như các thành phần của lực tác dụng lên phần tử. 
Thoạt nhìn thì có thề cho rằng trong cách điễn đạt đó 
chỉ chửa định nghĩa hình thức của khái niệm « lực ». 
Nhưng thành công lớn của Niutơn là, lần đầu tiên ông 
đã cho định nghĩa này một tương ứng với các hiện 
tượng có thực trong tự nhiên. Vấn đề là dường như 
bản chất của tự nhiên là một trường lực mà ta có thể 
xem như đã biết khi mà ta còn chưa biết gì về chuyển 
động của một phần tử mà ta đang chú ý đến ở trong 
trường đó. Chiến công vĩ đại nhất của động học Niutơn 
là sự lý giải các định luật của Kêple và chuyền động 
của các hành tỉnh. Nó chứng tỏ siyr hòa hợp hoàn toàn 





zZ=s!a 2È z*4in JÊ 


H. 280. Dao động điều hòa 
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giữa các khái niệm toán học của NÑiutơn và các hiện 
tượng tự nhiên. Trước hết, Niutơn đã giả thiết lực 
hấp dẫn tỉ lệ nghịch với bình phương khoảng cách. 
Nếu ta cho rằng mặt trời nằm tại gốc tọa độ của hệ 
thống và x,y,z là các tọa độ của bành tỉnh đã cho thì 
các thành phần của lực theo phương của ba trục tọa 
độ theo thứ tự sẽ bằng: 


x 7 
—E. "“.n ° —k.——;pọ 
ï? r? lu 





trong đó k là một lực hấp dẫn không đồi không phụ 
thuộc vào thời gian, còn r = Wx?+ y?-L_ z2 là khoảng 
cách từ mặt trời đến hành tỉnh. Những biểu thức này 
xác định một trường lực độc lập với chuyền động của 
phần tử trong nó. Những dữ kiện dã biết đặc trưng cho 
trường này phải liên kết với định luật chuyền động 
tồng quát của Niutơn (tức là liên kết với các yếu tố 
động học và động lực học), khi cân bằng hai biều thức 
véctơ phản biệt, ta được hệ ba phương trình ví phản: 


mx) = __ —kx 
(x2?+y#*+z®)”/ 
ty 2= — ky 
(x2 Ly? +29) 
mz`` Đi 


¬ (xz-+-y?+ z?2)?/? 


với ba hàm ần x(), y(, z(). Có thê giải được hệ này 
và khi đó sẽ nhát hiện được một sự phủ hợp hoàn 
toàn với quan sát thực nghiệm của Kêple về quï đạo 
của hành tinh là một thiết diện cônic với một trong 
các tiẻéu điểm là mặt trời và điện tích quét bởi một 
bán kính véctơ vạch tử mặt trời đến hành tỉnh trong 
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những khoảng thời gian bằng nhau thì bằng nhau và 
bình phương các chu kỳ quay đầy đủ của hai hành 
tỉnh xung quanh mặt trời tỉ lệ với lập phương các 
khoảng cách của chúng đến mặt trời. Chúng ta đành 
phải bỏ qua chứng minh của các khẳng định đó. 

Bài toán về dao động đã cung cấp cho phương pháp 
của Niutơn một thề hiện sơ cấp hơn, Ta giả thiết có 
một phần tử chuyển động theo một đường thẳng (theo 
trục x) và liên kết với tọa độ gốc bởi một lực đàn hồi, 
thực hiện bởi một lò so hoặc một dây cao su. Nếu kéo 
phần tử khỏi vị trí cân bằng (ở gốc tọa độ) và đặt nó 
tại một điềm nào đó có tọa độ x thì lực sẽ kéo nó trở 
lại. Ta giả thiết lực này tỉ lệ với độ căng x. Vì lực đó 


z dÌ4Š c~«#= 





H. 281. Dao động tát dần 


hướng YỀ gốc tọa độ cho nên nó đượ: biểu thị đưởi 
dạng —k”x trong đó —k2 là một thừa số tỉ lệ âm biều 
thị lực đần hồi của lò so hoặc dây cao su. Ta giả thiết 
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thêm có lực ma sát làm chuyển động chậm lại và lực 
ma sát tỈ lệ với vận tốc x' của phần tử với hệ số tỉ lệ 
bằng — 1. Lúc đó lực tác dụng tại một thời điềm bất 
kỳ sẽ được biêu thị là — k? x — rx' và nêu vận dụng 
nguyên lý tồng quát của Niutơn ta sẽ đi đến phương 
trình mx'`— —k”x — rx' hoặc 

mx`' + rx` + k?x =0. 


Đây chính là phương trình vi phân (11) của các dao 
động tắt dần đã xét trirước dây. Thí dụ đơn giản nói trén 
có một ý nghĩa lởn vì nhiều dao động của các hệ cơ 
học và điện học có thể ghi lại dưới hình thức toán 
học nhờ phương trình vi phân. Ớ đây ta có một thí dụ 
điền hình về một diễn đạt toán học trừu tượng đã 
làm lộ rõ cấu trúc nội tại của nhiều hiện tượng riêng 
biệt dường như không có liên hệ gì với nhau. Kiều 
trừu tượng tương tự đi từ một đặc điểm riêng của 
một hiện tượng cho trước đến một qui luật tồng quát 
chỉ phối một lớp rộng lớn các hiện tượng là đặc trưng 
của sự cắt nghĩa toán học các bài toán vật lý. 


PHÙ LỤC CHƯƠNG VIII 


§1. NHỮNG VẤN ĐỀ NGUYÊN LÝ 


1. Tính khả vi. Đề có khái niệm đạo hàm của một 
hàm y = Í(x) nào đó ta đã phải liên hệ với biêu tượng 
trirc giác về tiếp tuyến với đồ thị của hàm đó. Nhưng, 
vì khái niệm hàm tông quát rất rộng cho nên đề chiếu 
cố đến tính hoàn chỉnh về mặt logic ta phải xóa bỏ sự 
phụ thuộc đó vào trực giác hình học. Thực vậy, hầu 
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như không thể bảo đảm rằng các tỉnh chất trực quan 
nhìn được bằng mắt khi ta xem xét các đường cong 
đơn giản tương tự như đường tròn và elip lại vẫn còn 
dúng đối với đồ thị các hàm phức tạp hơn. Chẳng hạn 
ta xét hàm trên H.282, đồ thị của nó có điềm góc. 
Hàm này được xác định bởi phương trình y= X + 

+lIx|trong đó ký hiệu | x | biều thị giá trị Huyết: đối 
của x; nỏi cách khác : 

y=Xx-tx= 23x ‹ nếu x>0 

yY—=x—x=c\ - nếu x <0 


Thi dụ khác về loại này là hàm y —=| x| hoặc hàm 
y—=x+lxÌ+(x—l)+ |x—11. Đồ thị của những 
hàm này không cỏ tiếp tuyển xác định tức là không có 
hướng xác định tại những điềm nào đó. Điều này có 
nghĩa là hàm sẽ không cỏ đạo hàm tại các điềm tưrơng 
ứng. 

Ta nêu một thi dụ đơn giản về một loại hình không 


khả vi khác. Hàm y = [(x) = xsin -— thu được bằng 
x 


cách nhân hàm sin = với thừa số x, Theo định nghĩa, 
X 


ta đặt f(x) =0 khi x= 0. Đö thị của hàm này, với 
những giá trị dương của biến x, được biêu thị trên 
H.285 là liên tục ở mọi điềm. Đồ thị dao động vô hạn 
tại lân cận của điềm x= 0, các «sóng › sẽ nhỏ dần vô 
hạn nếu ta đi dần tới 0. Độ dốc của những sóng đó 
được cho bởi công thức: 

1 


f({x) = sin GEN. COS — 
x x x 
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(đề nghị bạn đọc kiềm tra lại đề luyện tập); khi x đần 
tởi 0, độ đốc này dao động giữa mọi giới hạn âm và 
dương ngày càng tăng. Ta thử tìm đạo hàm tại x = 0 
bằng cách cho tỉ số các số gia qua giới hạn khi h —> 0 


. 
f(0 + h) — f(0) — hsin J3) `... kš 
h h h 


Nhưng khi h —> 0 thì tỷ số này dao động giữa — 1 và 
+lvà không tới một giới hạn nào. Do đó hàm sề 
không khả vi tại x — 0. 

Những thí dụ đó đã chỉ ra những khó khăn eó trong 
bản thân vấn đề. Vaierstrax đã minh họa cực kỳ rõ 
vấn đề này sau khi đã xây dựng một hàm liên tục mà 
đồ thị của nó không có đạo hàm tại một điềm nào cả. 
Trong khi mà tính khả vi kéo theo tính liên tục thì qua 
thí dụ này tính liên tục hoàn toàn không kéo theo tinh 
khả vi. Thực vậy: hàm Vaierstrax liên tục khắp nơi 
nhưng lại không khả vi ở khắp nơi. Trong thực tế ta 
sẽ không gặp phải những khó khăn loại này. Những 
đường cong thường gặp là đrưường cong «trơn» (chỉ 
loại trừ những điềm cô lập riêng biệt) tức là không 
những cỏ thể vi phân nó, mà đạo hàm của nó còn liên 
tục. lrong trường hợp này, cái gì đã ngăn cần chúng 
ta nói trước rằng không có hiện tượng « bệnh lý » nào 
có mặt trong các bài toán thuộc loại đang xét? Đó 
chính là một vấn đề trong giải tích mà chỉ những người 
quan tâm đến các hàm khả vi mới thấy được, 

Trong chương VII, ta đã lấy vi phân một lớp rộng 
rãi các hàm và bản thân việc đó đã chứng minh tính 
khả vi của chúng. Vì tính khả vi của một hàm không 
phải là một tất yếu logic cho nên, với quan điềm toán 
học, nó phải hoặc là tiên đề hóa, hoặc là được chứng 
mỉnh. Trong trường hợp này, bản thân khái niệm về 
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⁄ 
TY 
ø k) 
H. 232 H. 283 H. 284 
y=x+ |x| y= lz| y=x+l|x|+ 
_ +(x—1)+|x— lỈ 


tiếp tuyến hoặc về hưởng của đường cong (nguồn gốc 
ban đầu của tư tưởng đạo hàm) được liên hệ với định 
nghĩa giải tích thuần túy của đạo hàm, nếu hàm 


y = f(x) khả vi tức là nếu tỉ số số gia - 0M 
có giới hạn duy nhất f*{x) khi đần tới 0 từ cả ‹hai phía 
sỹ thì ta nói rằng đường 

| cong tương ứng sẽ có 
tiếp tuyến với độ dốc f*{x). 
Như vậy, do tính chặt 
chẽ về mặt logic, quan 
niệm ngây thơ của Eec- 
ma, Lây bnitx và Niutơn 
đã bị lật đồ trong giải 
tích hiện đại. 

2. Tích phan: Điều 
tương tự cũng xảy ra với 
tích phân của một hàm 

Hên tục f(x). Đáng lẽ phải 
hiểu phần diện tích ở 
dưởi đường cong như là 
một đại lượng tồn tại 
khách quan, đại lượng 
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này được biêu thị nhờ giới hạn của một dãy các tồng 
hữu hạn thì trong giải tích, giới hạn này được thừa 
nhận làm định nghĩa của tích phân. Khái niệm đỏ về 
tích phân (là cơ sở có trước, tử dấy sẽ suy ra khải 
niệm diện tích. Chúng ta buộc phải đứng trên quan 
điểm này vì ý thức được rằng trực giác hình học là mơ 
hồ khi nó được áp dụng vào những khải niệm giải tích 
tồng quát như hàm liên tục. Ta bắt đầu tử việc xây 
dựng một tông 


n n 
>.“=zẽã 2 l(vj) (X; — XjT—I) = 2 (vị) Â%j 
j=t j=1 


trong đỏ xạ — 8, Xị;...,„ xạ = b là các điềm chia của 
khoảng tịch phản; Ax; = x¡ — xị_¡ là số gia của biến x 
hoặc độ dài của khoảng cách thành phần thử j; vị là 
một giả trị tùy ý của biến x trong khoảng đó tức là 
Xi S Vị  Xị (ta có thể lấy vị = xị hoặc vị = Xị—):- 
Sau đó ta lập một dãy các tông tương tự trong đỏ số 
n các khoảng thành phần tăng lên và độ đài của 
khoảng thành phần cực tiều dần tới 0. Lúc nảy, mệnh 
đề cơ bản sau đây sẽ đúng: tồng S„ thành lập cho một 
hàm liên tục f(x) cho trước sẽ dần tới một giới hạn A 
xác dịnh không phụ thuộc vào phương pháp chia 
khoảng tích phân và sự lựa chọn các điềm vị. Theo 


b 
định nghĩa, giới hạn này là tích phân A = Ệ f(r)dx. 


Tất nhiên, sự tồn tại giởi hạn này phải được chứng 
minh bằng giải tích nếu như ta không muốn dựa vào 
biểu tượng trực giác về diện tích. Chứng minh này 
được trình bày trong mọi cuốn sách giáo khoa về giải 
tích với yêu cầu thật chặt chẽ về mặt toán học. 
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Việc so sánh phép vi phân và phép tích phân dẫn ta 
đến sự đối chiếu sau đây." Tất nhiên, tính khả vi chỉ 
giới hạn ở trên lớp các hàm liên tục, trong khi đó thì 
trên thực tế, việc thực hiện các phép vi phân lại được 
quy về những quy trình chỉ dựa vào những quy tắc 
đơn giản. Trái lại, mỗi hàm liên tục đều khả tích mà 
không có ngoại lệ vì nó có tích phân ở giữa hai cận 
bất kỳ cho trước. Tuy nhiên, việc tỉnh trực tiếp các 
tích phân xem như giới bạn của các tồng nói chung 
là rất khó, ngay cả đối với những hàm đơn giản nhất. 
Nhưng trong nhiều trường hợp, gần như định lý cơ 
bản của giải tích là công cụ quyết định khi thực hiện 
phép tích phân. Đối với đa số các hàm, trong số đó có 
các hàm hoàn toàn sơ cấp, phé p tích phân đã không cho 
được những biều thức tường minh. Việc tính tích phân 
bằng số đòi hỏi phải cỏ các phương pháp có hiệu 
quả hơn. ⁄ _ 


3. Nhưng ứng dụng khác của khái niệm tích phân, 
Công. Độ dài của đường cong. Sau khi đã tách quan 
niệm giải tích về tích phân ra khỏi thể hiện hình học 
ban đầu của nó, ta còn gặp một loạt các thể hiện và 
ứng dụng thông kém phần quan trọng khác của khái 
niệm cơ bản này. Chẳng hạn, trong cơ học thì tích 
phân được thể hiện ở biểu thức của công. Chỉ cần 
giải thích điều này qua một thí dụ đơn giản. Ta giả 
thiết một khối lượng nào đó chuyên động theo trục x 
đưới tác dụng của một lực hướng dọc theo trục đó. Ta 
sẽ xem như toàn bộ khối lượng tập trung tại một điểm 
có tọa độ x và lực được cho trước như một hàm Í(x) 
trong đó đấu của hàm f(x) chỉ hướng của lực. Nếu lực 
không đồi và ta chuyển dịch khối lượng tử điềm a đến 
điềm b thì công mà nó thực hiện sẽ bằng tích của lực 
† với quãng đường mà khối lượng đã đi: (b — a)f. 
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Nhưng nếu lực biến thiên cùng với x thì ta sẽ xác địnb 
công tông cộng sinh ra nhờ quá trình giới hạn (tương 
tự như trước đây ta đã xác định vận tốc). Muốn vậy, 
ta phân chia khoảng từ a đến b thành những khoảng 
nhỏ bằng các điềm x„ =a, Xị, Xz..., xạ =b, sau đó ta 
giả thiết trong mỗi khoảng thành phần thì lực không 
đồi và bằng đại lượnz f(x) chẳng hạn, là giá trị thực 
của lực tại một điềm hữu hạn và ta sẽ tính được công 
tương ứng với lực «bậc thang » như vậy: 


` “== ` Í(Xxv,) Axy. 
ve=l 


Bảy giờ, nếu ta làm cho các khoảng chia nhỏ đi như 
trước đây bằng cách tăng n vô hạn, ta nhận thấy tông 
này đần tới tích phân 


b 
4Í f(x)dx. 


Như vậy, nhờ tích phân ta xác định được công đo một 
lực biến thiên liên tục đã thực hiện. 


Đặc biệt, nếu ta xét khối lượng m liên kết với gốc tọa 
độ x =0 nhờ một lò so đàn hồi, Lực f (x) sẽ tỉ lệ với 
x theo lập luận trước dây 

f(x) = —k?x 
trong đó k là một hằng số dương. Lúc này, công do 
lực đó thực hiện khi chuyên động khối lượng m từ gốc 
tọa độ đến điểm b được biểu thị bởi tích phản: 


t) 
\(—») dx = — k? ' 
12—2052 
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còn công mà ta phải tiêu phí đề căng lò so tới điềm b 


4 
thì bằng -L k? =: 


Một ứng dụng của khái niệm tích phân tồng quát là 
việc tinh độ dài cung của đường cong. Ta giả thiết 
phần đường cong đang xét được biều thị bởi hàm- 


y =Í(x), đạo hàm của nó Ÿ° (x) = = cũng là một hàm 
x 


liên tục. Muốn xác định độ dài, ta sẽ hành động đúng 
như khi ta phải đo độ dài đường cong bằng thước chia 
độ với các mục đích thực tiễn, Nội tiếp trong cung AB 
một đường gấp khúc với n cạnh nhỏ, ta đo độ dài tồng 
cộng (chu vi) Lạ của đường gấp khúc đỏ và xem độ đài 
đó như một xấp xỉ nào đỏ, ta cho n tăng và cho cạnh 
lớn nhất trong các cạnh của đường gấp khúc dần tới 
0, bây giờ ta được giới bạn sau đây với tư cách là độ 
dài cung AB 

: L —= lim ha. 


(Cũng bằng cách này ta đã tìm được độ dài đường tròn 
xem như giới hạn của chu vi đa giác đều n cạnh nội 
tiếp). Có thê chứng minh đối với những đường cong đủ 
trơn thì giới hạn đó tồn tại và không phụ thuộc vào: 
cách chọn dãy các đường gấp khúc nội tiếp. Những 
đường cong có tỉnh chất đó gọi là cầu trường được. Mọi 
đường cong «đứng đắn» mà ta gặp trong l]lý thuyết 
hoặc trong các ửng dụng của chúng là cầu trường được. 
Chúng ta sẽ không đi sâu nghiên cứu các trường hợp: 
« bệnh lý;. Chỉ cần chứng minh rằng đối với hàm 
y = f(x) có đạo hàm f*(x) liên tục, cung AB sẽ có độ 
đài L theo ý nghĩa đã nêu và có thể biều thị độ dài L 
nhờ một tích phân. 
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Muốn vậy, ta ký hiệu hoành độ của các điềm A và B 
theo thử tự là a và b, rồi giống như trước đây ta chia 
khoảng từ a đến b bởi các điềm a = Xọ, Xụ, X¿,..., X),..., 
Xx,==b với các số gia AX; = Xị — X;_¡ VÀ xét một 
đường gấp khúc với các dỉnh x¡, y;—=f(xj) nằm phia 
trên các điềm chia, Độ dài của một cạnh của đường gấp. 
khúc được biểu thị bởi công thức 


y (X; — #*;_;)2 + (Yạ — Y¿-U)° = Y Ax? +Ay!? = 


KT ưuưnn tr. ẻằằ«œtc: 
= Ar,. \ƒ 1+ (-Št). 
Ax, 


Do đó, đối với độ dài tồng cộng của đường gấp khúc 
ta có biều thức: 


Ly ¬ = Vh hj Ai, 





Nếu cho n dần Lởi vô cực thì tỉ số ^ sẽ dần tới đạo 
k: 


hàm sẽ — f{x); đối với độ dài L, ta có biều thức 
x 


tích phân : 
b 
L—/ V1-+(t(x)?dx. ®) 
âa 
Ta sẽ không tiếp tục chỉ tiết các lập luận lý thuyết 
đỏ mà chỉ nêu ra bai chú ý bồ sung. Một là, nếu coi 
điềm B là điềm chuyền động trên đường cong đã cho 
Với hoành độ x thì L = L(x) là một hàm của biến x và 
theo định lý cơ bản, ta có công thức 
"“.Í. ...a 
Lx) = :HÊm V1+[f'(8}È, 
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Hai là, tuy rằng công thức (2) 
Z lw cho lời giải etồng quát hơn » 
của bài toán tìm độ dài cung, 
nhưng Ít khi nó giúp tx tim 
được một biểu thức lường 
minh của độ dài dó trong 
những trường hợp riêng biệt. 


+ z & Thực vậy, đề thu được giá trị 
H.236. Đề xác định a@ bằng sỐ của độ đài cung, ta 
đài cung - phải thế hàm f(x) đã cho, hoặc 


chính xác hơn, thế í'{x) vào 
công thức (2) rồi thực hiện phép lấy tích phân biều 
thức thu được, Nhưng, ở đây sể nảy ra những khó 
khăn không vượt qua được, nếu ta chỉ giới bạn trong 
phạm vi cáo hàm số sơ cấp xét đến trong cuốn sách 
này. Ta chỉ ra một số ít trường hợp có thể tích phân 
được. Hàm 


y =f(x) =V1—x? 


có đồ thị là đường tròn đơn vị; đối với hàm này ta có 


dy 
[Œ) ~.  = Ằ 
= dx 


x TT-Trvcm m===L_: 
TÔ 0/9) qịcg 
do đó, độ dài cung tròn dược biều thị bởi tích phân 

b 





dx , ' 
————- = ArCSinb —arcsina., 
1i —x? 


Đối với trường hợp párabol Yy = Xˆ ta có f(x) — 2x, độ 
dài cung từ x = 0 đến x = b sẽ bằng: 


b 
{Y1 -+ 4x dx, 
U 
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Đối với đường cong y = Ìnsinx ta có f{x) = clgx và 
độ dài cúng được biểu thị bồi !ícnh pa¿n 
b 
ƒV1-+ ctg?x dx. 
U 


Ta tạm bằng lòng với cách viết các biều thức tích 
phân này chỉ vì nó đơn giản. Có thể tính được chúng 
nếu áp dụng một số kỹ thuật lấy tích phân khác tiến 
bộ hơn so với những kỹ thuật mà ta dä biết, nhưng ta 
sẽ không di xa hơn nữa theo hướng này. 


Š2. CẤP BẬC CỦA SỰ TĂNG 


1. Hàm mũ và các lũy thừacủa biến x: [rong toán học 
ta thường gặp những dãy số cỏ giới hạn vô hạn. Thường 
thường ta cần so sánh một dãy như vậy với một dãy 
khác. Chẳngz hạn đẩy số bạ cũng đần tới vô hạn nhưng 
có thể «nhanh hơn » dãy số a„. Pa chính xác hóa khái 
n.ệm này: bạ dần tới vô hạn nhanh hơn hoặc bạ có bậc 


tắng cao hơn a, nếu tỉ số ¬ (trong đó cả tử số và mẫu 
n 
số đều dần tới vô hạn) dần tới Ú khi n tăng. Thi dụ, 
dãy bạ = n? dần tới vô hạu nhanh hơn däy aay =n 
đến lượt nó, dãy a„= n tăng nhanh hơn dãy c,=s Vn, 
bởi vì 
n 


bạn n2 aạc "n. Wn 
Rõ ràng, n° dần tởi vô hạn nhanh hơn n' khi s > r >0 
lở ñ j7 —=- 
n3 ¡"” 
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an 





Nếu tỉ số đần tới một hằng số c hữu bạn nào do 


khác 0 thì ta nói rằng hai đẩy aa và bạ đần tới vô hạn 
với vận tốc bằng nhau hoặc chúng có bậc tăng như 
nhau. Chẳng hạn, a, = n° và bạ = 2n? + n có cùng một 
bậc tăng vì 

8n n2 1 


1 
— ————D— —* —— ° 
^2 


bạ 2mm sự T 
n 





Có thề nảy ra ý nghĩ cho rằng sự tăng của một dãy 
an bất kỳ với giới hạn vô hạn có thề đo được nhờ các 
lũy thừa n cũng như một đoạn thẳng bất kỷ đo được 
bằng thước có chia độ. Muốn thế có lề chỉ cần tìm một 
lũy thừa n* thích hợp có cùng bậc tăng với a, tức là 
tìm một số n# sao cho tỉ số —ˆ" đần tới một số không 

n° 

đồi hữu hạn khác 0 nào đó. Nhưng có điều rất đặc biệt 
là không phải bao giờ cũng làm được như vậy vì hàm 
mũ a° khi a > † (Lhí dụ e") dần tới 0ô hạn nhanh, hơn 
bất kỳ lũu thừa n® nào dù mũ s lớn đến đâu, mặt khác, 
hàm ln+ dần tới pó hạn chậm hơn bất kỳ lầu thừa rnẺ 
dù số mũ dương s nhỏ tàu ú. Nói cách khác ta có hệ 
thức 





- +0 () ID s9 (2) 
a n. | 


khi n—>œ. Ta đề ý rằng số mũ s không bắt buộc phải 
nguyên nó có thề là một số đương xác dịnh bất kỳ. 
Muốn chứng minh hệ thức (|) ta khai căn bậc s hệ thức 
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đó, biều thức dưới căn rõ ràng cũng đần tới 0 cùng 
với căn thức. Như vậy, ta chỉ còn phải chứng minh 


rằng : 


n 





—> 0 khi n tăng 


—— 


a 8 


1 
Giả sử b—a>_. Theo giả thiết thì a lớn hơn đơn vị 


1 
cho nền cả bvày b= bề cũng lớn hơn 1. Có thể 
viết 
nã 
b =l++dq 


trong đó q dương. Bây giờ, theo bất đẳng thức (6) Ở 
9°, §2 chương Ï; 


b? =(I+q)”>i+ng>nq, 











^_ 
tức là a3 = b° > n?q? 
1 
Xà do đó = < hs ° 
xà - n?q? ng 


Vì biều thức bên phải đần tới 0 khi n _~>+ œ, chứng 
minh kết thúc. 


Cần chú ý rằng hệ thức = _—> 0 (3) 


vẫn còn đúng khi x dần tới vô hạn bằng cách chạy tùy 
ý qua một dãy x¿ xz„.. có thề không trùng với dãy 
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1, 2, 5 ... các số nguyên dương. Thực vậy, khi 
n— 1< *Kn ta Có: 
a5" npn° n° 
=— = Aa. 
x 








Chú ý này có thề dùng đề chứng mình hệ thức (2) 


Nếu đặt x =: Ïnn và e* = a tức là n° = (e). thì phân 
số ở vẽ trái của (2) sẽ có dạng 
xX 
aX ` 

và ta đã đi đến biều thức có trong hệ thức (3) khi 
§.=i1 

2, Bạc tăng của hàm ln n!) Trong nhiều ứng dụng, 
như trong lý thuyết xác suất chẳng hạn, điều quan 
trọng là biết bậc tăng hoặc hành vi tiệm cận » của 
biều thức (n!)ÿ với những giá trị n rất lớn. Ta sẽ 
nghiên cứu logarit của (nl) tức là biểu thức 

Pạ = In2 -E ln3 -E... + Ínn. 
' Ta sẽ chứng minh giả trị tiệm cận của Ð„ có thể là 
tích nÌn (n) tức là: 
12) _„1khi n — œ, 

nÌinn 

Ta chứng mỉnh 
như vẫn thường làm 
khi phải so sánh một 
tồng với một tích 
phân. Trên H.287, 
tồng P, bằng tồng 
các diện tích của các 
đa giác, các cạnh 
/ 2 trên của chúng được 
H.287. Đánh giá ln(n ') biều thị bởi các 





⁄Hn-/ n ne† 
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đường đậm và điện tịch tồng cộng của chúng không. 
vượt quả diện tịch ở dưới đường cong logarit 


°/]lnxdx = (n -+ 1) In(n-+1)—(n-+- 1) +1 
. 


trong khoảng từ 0 đến n -+- 1. Đồng thời, tồng P, bằng 
tồng các điện tích hình chữ nhật mà các cạnh bên của 
chúng được biều thị bằng các đường chấm chấm và 
điện tích ở đướởi đường cong đó trong khoảng từ Í 
đến n: 


ị lnxdx == nÏnn — n + 1. 


Do đó ta có: 
nỉnn — n-+- i1< P„<(a+ Ỉl)ln(n +1) —n 
Chia các đẳng thức này cho nhan, ta có 











1 —Inmn -L <Í - —). cJnín+r1) — 
TT hinn lnn 
lnn + In[1 + + 
1 1 n 1 
“—='.1.-. h¿ 
lnn lnn lnn 


Tất nhiên, cả cận dưới và cận trên bao hàm tỉ số 





đều đần tới đơn vị, Do đó khẳng định của ta đã 
nh 


được chứng minh. 
§ 3. CHUỖI VÔ HẠN VÀ TÍCH VÔ HAN 
1. Chuỗi vô bạn của hàm. Ta đã nhiều lần có địp: 


chỉ ra rằng khi biều thị đại lượng s dưới dạng «tồng 
của ruột chuỗi vô hạn » 
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s=by + bạ + bạ + ‹.. (1) 
ta không khẳng định cái gì khác ngoài s là giới hạn 
-của mọt dãy các tổng riêng hữu hạn khi n tăng: 


Šị; Sa; Sa,.ee 


trong đó s = bị + bạ +... + bạ. 2). 
Như vậy đẳng thức (1) tương đương với hệ thức 
giới hạn: — limsạ = s khi n + = (3) 


trong đỏ s„ được xác định nhờ (2). Nếu giới hạn (3) 
tồn tại thì ta nói rằng chuỗi (1) hót tụ đến giá trị s, 
trái lại, nếu giới hạn (3) không tồn tại thì ta nói rằng 
chuỗi đó phân kỳ.. 


Thi dụ, chuỗi: 


1 
x+ + 


1 Í 
l .ở1... 
3175 


"hội tụ đến giá trị x còn chuỗi : 


¬ 1 
ÍŠ...-. c7... 
1. ng 4 = 
hội tụ đến giá trị In2; nhưng trái lại, chuỗi: 
le i2 1.1... 
phân kỳ bởi vì các tông riêng ở đây xen kể khi bằng 1, 
khi bằng 0, chuỗi : 
“....n n 


phân kỳ bởi vì các tổng riêng đần tới vô hạn. 
Ta cũng đã gặp những chuỗi mà số hạng tồng quát 
của chúng là một hàx: biến x có dạng: 


Đy =- CịXg 
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trong đó c, không phụ thuộc vào x. Những chuỗi như 
vậy được gọi là chuỗi lũu thửa, đối với chúng thì tồng 
riênu là các đa thức 

Sa = Cọ - C¡X = CạX? +... - CnX”; 


việc thêm hằng số cọ chỉ đòi hỏi làm thay đồi không 
đáng kề cách ký hiệu trong công thức (2). 
Bởi thế, một phân tích dưới dạng chuỗi lũy thừa của 
hàm f(x): 
f(x) = Cọ -} c¡X + cạx? +... + 


là một trong những phương pháp biểu thị xấp xỉ hàm 
f(x) nhờ các hàm đơn giản nhất — các đa thức. lóm 
tắt các kết quả có trước đây và bồ sung thêm, ta có, 
bằng liệt kê các phản tích thành chuỗi lũy thửa mà ta 
đã biết sau đây : 





1 = ÏÍ —X+X?—x +... 
l+x 
(đúng khi —l<x< +1)  (© 
XỶ x 
arctgx = Lệ + tang 
(đúng khi — 1 < #< +) (5) 
x? x3 
In(Í -†+- x)= x— _ + sợ 


(đúng khi —1<x<+U  @) 


l-+x 
l1—x 


¬. 
Sơ nh PK G9 na cực 


(đúng khi —l < x< + 1) (7) 
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x? x° xs 
*X— “4 = N=. Ằ=í =—.. ..e- 
ecï= 1 rX Thi hang 
(dúng với mọi x) (8) 
Thêm vào đó còn có hai phàn tích quan trọng 
`, #8 
8X —=X —— —— —*" cạo 
nh SỈ 
(dùng với mọi x) (9 
2 4 
cosx= Í—-—= = 


(dúng với mọi *) (10) 
Chứng minh của những phân tích này được xem như 
hệ quả dơn giản của các hệ thức (xem § ð chương ö): 


X. 
a) / sin ndu = Í — cosx 
0 


x 
bì ƒ cosudu = sinx, 
0 


Ta xuất phát từ bất đẳng thức hiển nhiên: 
cosx < 1. 
Tích phân từ 0 đến x, trong đó x là một số dương xác 
định. Theo công thức (13) ở 5, § 1 chương VIII ta có: 


sinx < X. 
Tích phân một lần nữa ta được; 


b1 


- 


-‹ 
4 — cosx <  — 
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tương đương với 


x® 
€Osx l1 ——, 
s 2 


Tích phân bất đẳng thức này, ta có: 
3 & 


° x 
sinx > x — _—=—=x ——. 
“ 2.3 31 


Kéo đài vô hạn phương pháp này ta được hai loại bất 
đẳng thức. 


sinx < x cosx < Ì 

Si1X }> X — | Cosx > =- 

sinx< x— Si + cosy G1 TẾ đế 
sinx 2> x—nn ta cox >1— TT 


lây giờ ta chứng minh khi n tăng vô hạn sẽ có hệ 


¬-- 
thức — —0. 
° nÌ 


Muốn chứng minh điều này ta chọn một số m xác 


định nào đó sao cho Cu ca = và dưa vào ký kiệu C = 
m 


m 
=— = . Ta biểu thị một số nguyên bất kỳ n > m dưới 
m 
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X ` 
m-+1 m-++2 








m 
dạng tồng n = m-+r, khi đó:0 << T=€ 





x 
. m-L F 


1 tr 
cho nên € (+) —> 0. 


=e-(2) ; bởi vì từ n —> eo SUy ra 7 + œ„ 


Suy ra các đồng nhất thức sau là đúng: 


: xï 
SIDX —- X — -—_— KPNG 
THấ DI —1T+ 
l x2 x4 xề 
= ỈÌ —_-—— .s.e 
hk, 21 ái 61 


Vì các số hạng của những chuỏi này giảm đi do đồi 
dấu xen kẽ (ít nhất khi | x| < ]) cho nên sai số mắc 
phải khi cắt đi từ mỗi chuỗi _ mội số hạng nào đó sẽ 
không 0ượt quá giá trị tuyệt đối của số hạng bỏ đi đầu 
tiên. 


Khi lập các bảng số ta có thể dùng các chuỗi này. 
Thí dụ: sin 19 bằng bao nhiêu ? 19 bằng số đo rađian 


-“_, do đỏ 
180 


: + _ 
`" 180 “180 — 6 ) = 
Nếu chỉ hạn chế ở hai số hạng đã viết thì sai số mẮc 
1 T 5 
hải sẽ khô ươt quá số —— x) , SỐ này nhỗ 
ˆ ng gyn) 120 | 108 M 


hơn 0,00000000002. Như vậy, sin 1° ~ 0,0174524064 vời 
10 chữ số thập phân. 
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Cuối cùng ta nhắc lại « chuỗi nhị thức» 


(1-Lx}" = 1-+ ax + C? x? +} C x2 +}... (11) trong 
đó Cộ là «hệ số nhị thức » 


C° a(a — 1) (a — 2)... (Aa—s+ Ì) 
Y2 XTƯ_~nngG G .UNNG m†ứ G 
S 


nếu a = n là một số nguyên dương thì C¿ = 1 và trong 
cỏng thức (11) mọi hệ số C‡ với s > n triệt tiêu, ta được 
một công thức hữu hạn của định lý nhị thức thông 
thường. Một trong những phát mình vĩ đại ban đầu 
của Niutơn là ông đã mở rộng định lý nhị thức với 
mọi giả trị có thê được của số mũ a dương hoặc âm, 
hữu tỷ hoặc vò tỉ, Nếu a khòng phải là số nguyên 
dương thì vẽ phải của công thức (11) sẽ cho một chuỗi 
vô hạn hội tụ đến giá trị bằng về trái với —l< x<-tI1. 
Nếu |x| > 1 thì chuỗi (11) phân kỳ và dấu của đẳng 
thức mẫt ý nghĩa. 


lặc biệt, nếu thay giá trị Aa = ¬ vào công thức (11) 


ta được phân tích : 








= 1 1. 1.38 „ 
WpipIÊ 8 pt CiềP nh nang" 
1.3.5 
~Ý _'.®:* ve _ (12): 
41424 + 


Cũng như các nhà toán học khác của thế kỷ XVIH, 
Niutơn không nêu ra chứng minh của mình, mãi dến 
thế kỷ thứ XIX còn chưa có được một sự phản tích 
thỏa đáng về tính hội tụ và giới hạn mà tại đó khai 
triền là đúng cho những chuỗi tương tực 


1091 


http://tieulun.hopto.org 


Các phân tích từ (4) đến (11) là những trường hợp 
riêng của công thức 7ay!o (1685 — 1731) cho khai triển 
của hảm fÍ(x) thành chuỗi lãy thừa có dạng : 

f(x) = Co + CạịX + C2X” + €yX2? + ..«‹ (13) 
Phát hiện ra quy luật biên thị các hệ số c¡ của chuỗi 
này nhờ hàm f(x) và các đạo hàm của nó, ta có thể 
khẳng định sự đúng đẳn của khai triển này đối với 
mrột lớp hàm rất rộng. 

Ta không thể dẫn ra ở đây chứng mỉnh chặt chế cho 
công thức Taylo, cũng khòng thê phát biểu chính xác 
những diều kiện tại dó công thức dúng. Nhưng những 
điều dễ hiểu sau đây sẽ làm sáng tỏ một phần nào 
những quan hệ tương hỗ và những sự kiện quan 
trọng có liên quan. 

Ta giả thử khai triền (13) là có thể được. Giá thiết 
thêm rằng hàm f(x) là khả ví, đạo hàm f{x) của nó 
cũng khả vi v.v... tức là có mỗi đẩy vô hạn các đạo hàm 

[{S%X T1 {X), ¿v.v TK) 

Cuối cùng ta ví phân từng số hạng của chuỗi lũy 
thừa vô hạn tương tự như đối với da thức hữu hạn 
mà không để ý đến sự hợp pháp của qui trình đó. 
Sau mọi giả thiết như vậy ta có thể tính các hệ số cC„ 
nếu biết đáng điệu của hàm f(x) tại lân cận diễm x = Ú. 
Trước hết thay x = Ô vào công thức (13) ta có : 

cọ = Í(©) 
vì mọi số hạng của chuỗi chứa biến x sẽ biến mất. Vi. 
phân đöồn¿ nhất thức (I5); ta được: 
[*{x) = Œ¡ +} 3c¿x ;- 3c X? +... TS n€cạx nu... ; (13) 
thay x = Ø mọt lần nữa nhưng bây giờ vào công thức 
(13') ta có 
C¡ —= f0) 
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vi phân (13°) ta có 
f`'{x) =2c¿ + 2. 3c¿x +... + (n—l1)nc,x°-2?3-+.„. ;(13"') 
rồi thay x = 0 vào còng thức (13”)+a có 


2 | Ca —== f"(0) 
Tương tự, vi phân (13'`) rồi thay x =0 ta được 
3†c; = f'" (0) 


tiếp tục như vậy, ta được công thức tông quát cho hệ 
SỐ Cụ: 
Ù v.ạ 
Ca= — f€%(0), 
nÏ 
trong đó f(Œ(0) là đạo hàm bậc n của hàm f(x) khi 
x—=Ú. Kết quả, ta được chuỗi Taylo: 


› IẾP x? 
f(x) = (0) + xf'(0) + 5 f"*40) + 3 f£*"*(0) (14) 


Đề nghị bạn đọc kiềm tra lại các hệ số của các chuỗi 
(4) — (11) theo qui luật này đề luyện tập. 

2. Công thức Ơle cosx,+ isinx — e!*, Một trong 
những thành tựu chói lọi nhất mà Ơle đạt được nhờ 
những thù thuật có tính chất hình thức của mình là 
mối liên hệ chặt chế ở bên trong miền biến phức giữa 
một bên là hàm sin và cosin và một bên là hàm mũ. 
Cần phải nói trước là cả «chứng minh » của ƠIle và 
những lý lẽ tiếp tục sau đây đều không chặt chế. Đó là 
những thí dụ về tính toán bằng chữ một cách hình thức 
điền hình thể biện niềm tin vào sức mạnh của ký hiệu 
toán học của thế kỷ XVII. 


Ta bắt đầu từ đồng nhất thức Moavrơ đã chửng minh 
trong chương ÌÏ: 
cosno -E 1sinno = (cosø + ieine)° 
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Phép thế @ = — đưa ta đến hệ thức 


x x : xì" 
COSX -E ISIRX =—= leos — +-isỉin — 
n n 


Nếu x cố định thì cos -“ sẽ ít phân biệt với coe0Q z 
n1 
= Í khi n tăng vô hạn. Vì; 
& * 
SIn" —— 
=> s6 L khi — -sÓ 
^_ n 
Tn 


cho nên sin -— tiệm cận bằng ©. Vì thế có thể coi 
n n 


sự qua giởi hạn sau đây là tất nhiên 
CoSX -+- isinx = lim ụ + ) khi n~—+ 0. 
Biến đồi vế phải của đẳng thức này theo công thức 
e* = lim ít + ¬) khi n—> œ 
ta được hệ thức : 
CosX -+ isinx = e!* 


Đỏ là kết quả mà ƠIe dã tìm ra, 


Ta có thỀ suy ra công thức này và các công thức 
khác (cũng bằng con đường hình thức) từ khai triỀn 
của hàm e 


2 3 
€“=Í —=-. — Hường ..v«,_, 
='T1p ai p7 
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bằng cách đặt ix thay cho z (x là số thực). Nếu ta nhở 
lại rằng các lũy thừa liên tiếp của số ¡ là các số i, 
—1, —i,-+ 1... Híp lại một cách chu kỳ, cho nên nếu 
gộp các phần thực và phần ảo, ta có : 





x_— XU Xx x ) =.. 
ch = Út 2 ro ẠI + "J†!P TÊ 
"¬.. ) 
hẦi z1 


tiếp tục thay thế các chuỗi trong vế phải bằng các tồng 
cosx và sinx, ta lại tìm được công thức ƠIle. 


Một lập luận như thế hoàn toàn không phải là một 
chúng mỉnh thực sự của hệ thức (15). Có thề không tán 
thành a kết luận» thứ hai ở chỗ khai triền thành chuỗi 
của hàm eZ đã được thực hiện với giả thiết z là số thực, 
bởi vậy phép thế z = ix là hợp lý với những điều kiện 
bồ sung, cũng hoàn toàn như vậy, giá trị của lập luận 
đầu tiên s8 mất đi bởi vì còng thức: 


e“ = lim (t+ T—} khi n —e œ 
n 


đã được suy ra trước đây chỉ cho những giá trị thực z. 
Để cho công thức Ơle trong phạm vi hình thức chủ 
nghĩa thuần túy chuyền sạng phạm vi những chân lý 
toán học chặt chẽ, phải có sự phát triền của ly thuyết 
hàm biến phức — một trong những thành tựu vĩ đại 
nhất trong thế kỉ XIX. Nhiều vấn đề sâu sắc khác đã 
khêu gợi cho sự phát triền đỏ. Chẳng hạn, ta thấy rằng 
các khoảng hội tụ của khai triền các hàm khác nhau 
thành các chuỗi lũy thừa thì khác nhau, Tại sao một số 
khai triền hội tụ kbắp nơi tức là với mọi giá trị của x, 
trong khi đó thì khai triền khác lại mất ý nghĩa khi 
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[x| >1. Thí dụ, ta hãy xét cấp số nhân (4) trang 
187, nó hội tụ khi |x| < 1. Vế trái của đẳng thức 


_— 


1+1 — 





này hoàn toàn có nghĩa khi x = 1 tức là bằng 
= T ; trong khi đó thì chuỗi ở vế phải lại rất lạ: nó 


có dạng 1— 1 -‡- 1— 1+... Chuỗi này không hội iu 
vì các tồng riêng của nó dao động giữa 1 và 0. Điều 
này chứng tổ một hàm có thể sinh ra một chuỗi phân 
kỳ ngay cả trong trường hợp bản thân nó không thề 





` 1 : 
hiện một bất thường nào. Thực ra thì hàm + nhàu nên 
vô bạn khi x — —I. Vì ta chứng minh được dẻ dàng 


tính hội tụ của một chuỗi ly thửa tại điềm x =a>0 
kéo theo tính hội tụ trong khoảng —a < x< acho. 
nên ta có thẻ thấy được «sự giải thích» hành vi lạ 





lùng của khai triên trong sự gián đoạn của hàm [ME 


tại x — —Í 
lây giờ ta xét hàm = „ Nó được khai triên thành 
l1-+x2- | 
chuỗi : 


1 
1+2 


bằng cách thay x bằng x2? trong công; thức (4). Chuỗi 
thu được cũng hội (ụ khi | xỊ < 1, dòng tuời khi x= Í 
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một lần nữa nó lại dẫn đến chuỗi 1 — 1 -+- 1 —1+-...; 
khi | xỊ > 1 nó phân kỳ, song bản thân hàm lại xác 
định ở khắp nơi. 

Có lề chỉ có thể giải thích đầy đủ những hiện tượng 
này khi hàm được nghiên cứu trong miền các giá trị 
phức của biến x, chửa cả những giá trị thực cũng như 


những giá trị ảo của nó. Chẳng hạn đối với hàm 





1+x2 
thì chuỗi phải phân kỳ khi x = ¡ bởi vì mẫu của phân 
thức triệt tiêu với giá trị đó của biến. Từ dé suy ra 
chuỗi phải phân kỳ với những giá trị sao cho | x|>|i|=l 
vì có thê chứng minh rằng finh hội tụ của nó với một 
giá trị x như vậy sẽ kéo theo tỉnh hội tụ của nó khi 
x= ¡. Như vậy, vấn đề tính hội tụ của các chuỗi mà 
ta đã trảnh được trong buôi dầu của giải tích đã trở 
thành một trong những nhàn tố chủ yếu tạo nên lý 
thuyết h:m biến phức. 

3. Chuờòi điều hòa và hàm đeta. Công thức ƠIle bièu 
thị sinx dưới đạng tích vô hạn. Các chuỗi mà sỐ hạng 
của chủng là các tổ hợp đơn giản của các số nguyên 
đã được chú ý đặc biệt. Ea xét chuỗi điều hòa » làm 
vi dụ: 

 . Bi 16 

TÔ TP PHPPS TẾ VNI HP (16) 

Nó chỉ khác với chuỗi có tồng bằng In2 mà ta đã biết 
ở dấu của các số hạng ở vị trí chăn. 

Việc đặt ra vấn đề chuỗi này có hội tụ hay không 
cñng trương đương như tự hôi rằng dãy số: 


5g S2» —ge se ° 


| ¬ 1 _ 
trong đỏ s = 1E ca tac ĐT đen Ti? a2 
có dần tới giởi hạn hay khôn +, 
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Dễ thấy rằng chuỗi này không hội tụ. Thực vậy, n:u 
lấy một số khá lớn các số hạng thì ta đã có thề vươt 
quả mọt số dương bất kỳ nào đó, như vậy, sạ tăng vô 
cùng nghĩa là chuỗi (16) «phân kỳ tới vô hạn». Muốn 
lkhẳng định điều này, ta chú ý rằng: 


1 
Si nộ 
1 1 1 2 
== › _ .— = ÏÌ : 
s=% tÍ$+ + +]Ìhe»+(c+aJ=tt†tS 
1 1 1 
Số Nhị cm Sẽ 7 ăn tà TÊ bà la 
mm... ...-. 
V ) l 3 
và tông quát thì: 
sảm 1+ TT. (18) 


Vậy thì các tồng riêng sạm sẽ lớn hơn 100 nếu 
mẽ > 209. 
Nếu chuỗi diều hòa phân kỳ thì có thề chứng minh 
được chuỗi : sỐ 
1 1 I i 
1 _——= —-. 1< =nn. TC ¬- — .°.e 19 
Tà Tạ tạm” HP: bài, 
hội tụ với mọi s lớn hơn 1 và tông của nó dược xem 
như một hàm biển x gọi là hàm dêta : 
: 1 1 1 | . 
š(S) = Là -+ °. + ”. ko ED +... + —:) khi n -= 
(20) 
Hà:n này dược xác định với s > Í. 


193 


http://tieulun.hopto.org 


Có một hệ thức quan trọng giữa các hàm dđêta và 
các số nguyên tố mà ta sẽ suy ra từ tính chất: của cấp số 
nhân. Giả sử p là một số nguyên bất kỳ; lúc đó, khi 
s >1: 


1 
tức là : 
1 I i 1 
——r =l+r+-x+-.+~ 
` ph p pì 


p° 
-_ Ta nhân các đẳng thức như thế được viết cho mọi số 
nguyên tố p = 2,3.5,7,... với nhau (không dẻ ý đến văn 
đề về tính hợp pháp của phép toán này), Ớ về trái ta 
có «tich vô hạn» 


"mẽ e5. ... 
ST g 5° 


ml =z “e« - khin —> Co ÿ§ 





1——- TL 
Di pn 
đồng thời ở vế phải ta có chuỗi : 


1 
1 +rcy Ty + « — BS), 


vơi lý do là mỗi số nguyên lớn hơn 1 được biểu thị một 
cách duy nhất dưới dạng tích các lũy thừa của những 
số nguyên tố khác nhau. Cho nên, ta đã biều thị được 
hàm dêta dưới dạng tích : 


I 1 : 
s .=Í—-——Ì-/đ—rÌ-(  T—rÌ\--: @Ð 
Tà - La 1—-_— 

„ ù° õ*- 
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Nếu như chỉ có một số hữu hạn số nguyên tố p, Ð„; 
Pa..... p, chẳng hạn, tích ở vế phải của công thức (21) sẽ 
là một tích hữu bạn thông thường và đo đó nó có giá 
trị hữu bạn khi s = 1. Song ta dã thấy chuỗi dẻta 
khi s = Í 


1 1 
Si 00-56 2k Si tàu 


phân kỳ, tiến đần tới vô hạn. Lập luận này để chuyền 
thành một chứng minh chặt chế, nó chứng tỏ rằng có 
tập hợp vô số số nguyên tố. Tất nhiên, chứng minh 
này phức tạp hơn rất nhiều và không tự nhiên bằng 
chứng mỉnh của Ợclid (xem §1 chương 1). Nhưng nó 
hấp dẫn như là một cuộc trèo núi khó nhọc mà có thể 
đạt tới dỉnh núi theo một con đường thuận lợi. 


Nhờ các tích vô hạn tương tự như công thức (21) việc 
biều diễn các hàm cũng thuận tiện như khi dùng các 
chuỗi vò bạn, 

Một tích vô hạn khác thuộc về hàm lượng giác sinx 
cũng là một trong những thành tựu của Ơle. Muốn hiệu 
công thức do Ơle tìm ra, ta hãy bắt đầu bằng miột chủ 
Ý sau đày đối với các đa thức. Nếu: 

[(x) —= ao a¡x++-... + a„wv? 
là một đa thức bậc n có những nghiệm khác nhau 
Xị, X¿, Xu... Xa thì hàm f(x) có thể phản tích dược thanh 
các thừa số tuyến tính (xem §5 chương 2) 

Í(X) = 0,(X — NỊ ‹.. (X — Xa) 


Đưa tích x;. xạ... xạ ra ngoài nưoặc, ta có thể viết: 


t6 =C(1— Š)(t=) (to) 


tì 
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trong đỏ C là hằng số bằng aọ, điều này dễ thấy nếu 
đặt x = 0. Sau đó, nảy ra vấn đề: có hay không có một 
khai triền tương tự không phải cho các đa thức mà cho 
các hàm {f(x) phức tạp hơn? (Trong trường hợp tồng 
quát thì câu trả lời sẽ không phải là khẳng định, điều 
này có thể thấy được dễ đàng qua hàm mũ, hàm này 
hoàn toàn không có điềm không vì eY + 0 với mọi *%). 
Ơle đã phát biện ra đối với hàm sỉn thì một khai triền 
như vậy là có (hề được. Muốn viết công thức dướidạng 
đơn giẫn nhất của nó, ta không xẻt sỉnx mà xét sỉn œx, 
Hàm này có các điềm không là x = 0, ‡ 1, †‡2, +,... 
VÌ sin œzn = 0 với mọi n nguyên, ngoài ra nó không có 
điềm 0 nào khác. Công thức Ơie cho hệ thức: 


sỉn mx= =x É —¬n) ụ -S)( — 5) —) ... (22) 
12 22 3? 4? 


Tích vô hạn ở vế phải hội tụ với mọi x và là một trong 


những công thức đẹp nhất của toán học. Khi x =5 


công thức cho: 


ðÍu-” = Ì ==Ñ _——Ì )f . )Ú —)= 
2 2 22.12 22,2? 22,32 


Nấu ta viết! 








¡_ 1 _ @n—U@n+1) 


2n? ~ 2n.2n 


thì sau những biến đồi nhỏ ta được tích Uôlix ; 


T.=. ˆ  ẽ  ẽ 5... 
I1 `3 `3 `5 5 `7 `7 `9" 
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đã nêu ở 4, §2, chương VI. Chúng tôi đành phải đề 
bạn đọc tìm những chứng minh của tất cả các hệ thức 
này trong các sách giáo khoa giải tích. 

§1. CHỨNG MINH ĐỊNH LÝ VỀ SỐ NGUYÊN TỔ BẰNG 

PHƯƠNG PHÁP THỐNG KẺ. 

Khi áp dụng các phương pháp toán học đề nghiên 
cửu các hiện tượng tự nhiên, người ta thường bằng 
lòng với những lập luận mà trong tiến trình của chúng 
thì dây chuyền các luận chứng logic chặt chẽ bị gián 
đoạn bởi những giả thiết có lý ở mức độ nào đó. Thậm 
chí còn có thề gặp ngay trong toán học thuần túy một 
lập luận tuy khong phải là một chứng minh chặt chẽ 
nhưng Ít ra nó cũng gợi ý cho một lời giải đúng và 
cho phương hưởng tìm ra chứng minh chặt chẽ. 

Đó chính là đặc điềm của lời giải bài toán về 
đường đẳng thời của lacốp Becnuli (xem ở, §10, 
chương VỊ) và của rất nhieu bài toán khác trong thời 
kỳ đầu của phát triền giải tích. 

Ắp dụng quy frình điền hình của toán học ứng dụng 
và nói riêng của cơ học thống kẻ, ta nêu ra một lập 
luận it ra cũng nêu lên được sự đúng đắn và có lý của 
định luật Gaux nồi tiếng về sự phân bố các số nguyên 
tố (Quy trình này đã được Guxtay Hecx một chuyên gia 
về vật lý thực nghiệm gợi ý ra). Định lý này đã được 
nghiên cứu với quan điểm thực nghiệm trong phần phụ 
lục của chương I, nó khẳng định số A(n) các số nguyên 


tố không vượt quá n, tiệm cận bằng nh 
nn 


ÄlÑj &¿ — —‹ 
[nn 


.Biều thức này được hiểu là tỉ số A(n): ¬ dần tới 
nn 
giởi hạn khi n dân tới vỏ hạn. 
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Trước hết ta giả thiết fön fại một qui luật toán học 
phân bố các số nguyên tố, có tính chất sau đây: với 
những giá trị lớn của n thì hàm A(n) được xác định ở 


n 
trên rxấp xỈ bằng tích phân ƒ W(x)dx trong đó W(x) là 
l ` 


một hàm đo mật độ của các số nguyên tố (Ta chọn số 
2 làm cận dưới của tích phân, bởi vì khi x < 2 thì tất 
nhiên ta có A(x) = 0). Chính xác hơn, giả thử x là một 
đại lượng tăng và Ax là một đại lượng tăng khác 
nhưng bậc tăng của x lớn hơn bậc tăng của Ax (có thể 
cho rằng Ax = Vx chẳng hạn). Sau đỏ, ta giả thiết sự 
phân bố các nguyên tố là đều đến nỏi số nguyên tố 
trong khoảng từ x đến x + Ax gần bằng biêu thức có 
dạng W(x)Ax, hơn nữa hàm W(x) biến thiên đều sao cho 


: 
tích phân / W(x)dx có thề thay thế được bởi một tồng 
2 


tích phân cbậc thang» tương ứng mà không thay đồi 
giá trị tiệm cận của nó. Sau những chú ý sơ bộ đó, ta 
đã sẵn sàng bắt đầu lập luận, Trước đây đã chứng 
minh rằng với những số nguyên lớn thì biểu thức 
Ln(n l) tiệm cận tới tích nìnn: 


ln(nl) —~ niIạn 


Bây giờ ta cho một công thức tiệm cận khác của 
In(n!) được biểu thị bằng các số nguyên tố, rồi so sánh 
hai biều thức. Ta hãy đếm xem cỏ bao nhiêu thừa số 
nguyên tố p bất kỳ nhỏ hơn n ở trong số nguyên 
.ml=1.2.3...n. Ta ký biệu [a|; là số nguyên k lớn 
nhất sao cho a chia hết cho p*. Do phân tích nguyên 
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tố của một số nguyên bất kỳ là duy nhất, ta suy ra hệ 
thức [ab], =[a]; + [b]p với mọi số nguyên a và b. 
Từ đó: 
[n1]; = [1]; + [2]s + [3]; + ..‹ + In|;: 
Trong dãy 1, 2, 3,..., n các số hạng chia hết cho p* 
có dạng p, 2p*, äp*,...; số N, của chúng với n lớn, xấp 


xỉ bằng —‹ 
Đ 


Trong những số hạng này thì số M, những số hạng 
chia hết cho p* nhưng không chia hết cho các lũy thừa 
bậc cao hơn của p sẽ bằng hiệu NÑ, —N,¿¡. Do đó 
ta cỏ: _ 

[n!], =M, +2M; + 3M, +... = 

=(Ñ¡ — Ny) + 2(ÑN¿ — N›) + 3(N — N„.) +... = 
=N¡; + N:+N;-+...= 
n n 


— 
_ -——— 


n 
b th ai 





(Cần hiền rằng các đẳng thức này chỉ là gần đúng). 
Suy ra với những n lớn thì số n! xấp xỉ bằng tích của 


n 


tất cả các biều thức dạng > 
p 


với điều kiện p <n. 





Như vậy, ta cỏ công thức: 


In(n!)~ 5 _ Inp. 
p=nP— 


So sảnh biều thức thu được với công thức tiệm cận 
trước đây của In(n!), ta có: 


Ine—~ š ÌnP - () 
p<xÐP ~ 1 
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(thế n bởi x). Bước sau cùng — và quyết định — là viec 
tìm biểu thức tiệm cận cho vế phải của hệ thức q1). 
Nếu x rất lớn, có thê chia khoảng từ 2 đến x—n cho 
một số r lớn các khoảng thành phần đủ lớn bởi các 
điềm 2==E\, šz,..., Ê„ É,s=X với các số gia tương 
ứng Aš¡ = §j+i — È¡- 

Trong môi khoảng thành phần cỏ thể có những số 
nguyên tố và mỗi số nguyên tố của khoảng thành phần 
'thứ j xấp xỉ bằng số š¡. Do giả thiết của ta về hàm W '(x), 

trong khoảng thành phần thứ j có xấp xỉ W(,) Aš; số 
nguyên tố ; do đó, tồng ở vế phải của hệ thức (1) xắp 
xỉ bằng biểu thức 


lnE; 
Si] 





r†1 
2> WW(E,) 
j=1 


A,. 


Thay thế tồng hữu hạn này bằng tích phân mà nỏ xấp 
xỉ, ta được công thức: 


lnỆ 


5 s=Ï 





+ 
Ínx ~ ƒ/ \W@) 
X 


dš @) 


Bây giờ ta xác định hàm W(x) chưa biết. Nếu ta thay 
dấu ~ bởi dấu đẳng thức thông thường và vi phân hai 
vế theo x thì theo định lý cơ bản của giải tích ta có thể 
viết 

1 Ìnx x—1 


_—-_=\W , W(x) = : (3) 
' (*) ni (x) sins 








Ngay từ đầu ta đã giả thiết rằng A(x) tiệm cận bằng 
tích phản : 


Ỉ W(x)dx 
9 
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Nh:r vậy, A(x) xấp xỉ bằng tích phân: 





xỈnx 


= `: (4 


Muốn tính tích phân này ta đề ý rằng hàm Í(x) = " 
n# 


có đạo bàm như sau: 


l l 


6) = Ty — dang 





Với những giả trị lớn của x, hai biều thức 
l | l | 


— Và 
lnx (inx)2 lnx xlnx 











tiệm cận bằng nhau vì các số hạng thử hai trong hai 
biều thức nhỏ hơn các số hạng thứ nhất nhiều, Do đó, 
tích phân (4) sẽ tiệm cận bằng tích phân 


x 2 


lnx In2 








[co = Í(X) — Í{2) —= 


bởi vì hai hàm được chúng ta so sánh chỉ khác nhau 
rất ít trên toàn khoảng lấy tích phân. Với những giả 


trị lớn của x, có thề bỏ qua số hạng khòng đồi — 


Lúc này ta được kết quả cuối cùnz sau đây : 
A(x) ~ =.. 
lnx 
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Đỏ chính là định lý về số nguyên tố. 


Ta không thể kỳ vọng rằng lập luận trên được xem 
như một chứng minh toán học mà chỉ là một phép quy 
nạp. Song, nếu phân tích sàu hơn ta sẽ đi đến kết luận 
như sau. Chúng ta đã can đảm thực hiện việc biện 
hộ dễ dàng cho từnz bước đặc biệt việc chứng minh 
sự đúng dắn của công thức tiệm cận giữa tồng 
và tích phân theo thứ tự ở vẽ phải của các hệ thức (1) 
và (2), và cuối cùng việc lý giải cho bước đi từ hệ thức 
(2) đến hệ thức (3). Việc chứng mình sự tồn tại của mội 
hàm « mặt độ » trơn VV(+z) mà ta đã tiên đề hóa ngay 
từ đầu thì lại phức tạp hơn rất nhiều, Nhưng nếu 
điều đó được thừa nhận thì sự đánh giá bản thàn hàm 
VV(x) là một việc tương đối đơn giản. Bởi vày, cái khó 
nhất trong bài toán về sự phân bố các số nguyên tö là 
chứng minh sự tồn tại của « mật độ › W(x). 

Kỹ thuật tích phản 


Định lý, đã chứng minh ở Í § 5 chương này đã quy 
bài toán tích phân một hàm F(x) từ a đến bvề việc tìm 
một hàm G(x) là nguyên hàm của hàm f(x). Lúc nảy 
tich phân chỉ đơn giản là hiệu G(b) — Ga). 

Đối với những nguyên hàm như vậy (xác định chính 
xác đến một số hạng không đồi) ta có tên gọi «tícb 
phân xác định» và dùng một cách ký hiệu rất thuận 
tiện : 

G(x) = Ậf(x)dx 
không có các cận của tích phân (Cách biều diễn này có 
thẻ làm hoang mang cho người mới học một phần nào) 

Bằng cách chuyển ngược lại, từ mỗi công thức vì 
phân dễ dàng thu được một công thức tích phản khòng 
xác định nào đấy. Bồ sung vào qui trình có phần nào 
thực nghiệm đó, ở đây ta nêu hai qui tác quan trọng 
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về thực chất không có gì khác là sự chuyên ngược lại 
các quy tắc vi phân hàm hợp và tích của hai hàm. 
Dưởời dạng tich phân, chúng được gọi là fích phản bàng 
phương pháp thế và tích phân «từng phần » 
A — Qui tắc thử nhất suy ra từ công thức tích phân 

hàm hợp: 

H(u) = Gö(8); 
trong đó các hàm: 

= tu) và u = 0(%), 
được giả thiết là liên kết đơn trị hai chiều ở trong 
miền đang xét. 


Trong trường hợp này ta có: H'u) = G'(x)'(uq). 


Đặt: G1{x) = Í(®), 
ta có thể viết:  G(x) = {Í(x)dx 
đồng thời: G'(x).+`(u) = f(x) 9'(u). 


Hệ quả này của công thức ở trên đối với H(u) tương 
đương với: 


H(u) = /fI(u)]0'(u)du. 
Chủ ÿ rằng H(u) = G(x), ta có: 
ƒf(x)dx = /ffy(u)jp*(u)du (1) 


Nếu viết bằng các ký hiệu của Lâybnitx thì công thức 
này có dạng rát thuận tiện 


#68 -=ïn ân 
du 


Ta sẽ không mắc sai lầm nếu thay ký hiệu đx bằng ký 


hiệu nộ du dẫu rằng dx và du là những số, còn -ŠŠ 
du du 


208 


http://tieulun.hopto.org 


là tỉ số của chủng. Ta sẽ minh họa ích lợi của công 
thức (1) bằng một số thi dụ: 


a) 1= : du, 
ulÌnu 


Đọc công thức (1) từ phải sang trái bằng cách đặt 





trong đó x = lnu = (u). Khi đó ta có '(u) = _. 
1ú? 








fx) =-L  - tức" 
x 
J= = Ïnx, 
x 
hoặc : _ du 
— Inlnu ° 
ulnu 
Có thề thử lại kết quả bằng phép vi phân, ta có: 
: = sẻ (In Inu) 
ulnu du 
bị J= ƒ ctgudu = ng du 
sinu 


Đặt x — sinu = +(u), ta có 
%*{u) = cosu, f(x) = #%, 


8uy Ya ; 
j = x =—= lnx, 
X 
hay; .. ƒcotgudu = Ìlnsin u. 


Kết quả này thử lại được bằng phép vi phân. 
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cì Giả thử tích phân cho trước có dạng phức tạp 


hơn: 





J= \ Ta ni 
t (0) 


đặt x — tận), Í(x) = x, (a có 


T= | TT = lax = ng) 
x 


đ) J = ƒ sỉnx cosx lu, Đặt sinx —= u, cosx == 


9 
jJ= `... hổ 0 se. diny 
dx 2 2 


e)j =l du, Đặt li == ——— , Như vậy thì 
u u ân 


2 5 
J— xi du = Xúx E =+_ thú # 
du 2 2 


Trong các thí dụ sau đầy ta dùng công thức (1) nhưng 
đọc nó từ trái sang phải : 


DI= |: Đặt ýx = tu. Vậy thì x => unŸ và 
kó h 


Bởi thết = Â 2udu = 2u = 2ƒx,„ 
ủ 


£) Nhờ phép thế x = &u, trong đó a là hãng sỐ, ta 
được: 
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h) J = ƒ VI—x? dx. Đặt x = cosu, —= —sinn. 
u 


Ta có:] = — /sintu dụ = = (TT ” dụ - 
u sin 2u 
.yg" 

Chủ ý rằng 


sin 2u = 2sin u cosu = 2cos uy 1i — cos2u 


ta đi đến công thức: 


1 1 '!z—— 
= — —— AaTCCOSX — XVỈÌ —XKY`, 
2 lồ 2 


Bd. Qui tắc vi phân một tích 
(pŒ) q(*))' = p(x). q(%) + p2). qŒ®) 
được viết dưởi dạng tích phân như sau : 
p(*#). q(x) = ƒ p(x) q`(x4)dx + ƒp'(x). q(x)dx, 
hoặc 
ƒ p(*) ‹q (x)dx = p(x). q(x) — ƒ px) qœ)dx 
qU 
Dưởi dạng này, nó được gọi là gu¿ tác tích phản từng 
phản. Qui tắc này có ích trong trường hợp hàm dười 
dấu tích phân có dang p(x'q ` (xi: trong đó tích phân 
khòng xác định q(x) của bảàm q (x) là đã biết. Công 
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thức (II) qui bài toán tích phân không xác định hàm 
p(x) q*(x) về bài toán tích phán hậm p'{x)q (x) đơn: 
giản hơn : 


a) J = ƒ Inxrdx. Đặt p(x) = Ìnx, q'(x) = l› 
tức là q(x) = x. Lúc này, công thức (II) cho ta : 


ƒ Inxdx — xỈnx — \*# = xÌnX — X, 
X 


b) J = /ƒ xlnxdx. Đặt p(x) = lnx, q'(x) = X. 
thế thì : 
x? x? x x? 
J—— \nx — \—d = —l — —. 
nx \E x : nx P 


c) J = ƒ xsinxdx. Đặt p(x)= x, q(x) — —cosx (a được: 
ƒ xsinxdx = —xcosx -+- sinx. 


Tích phân ƒsin®xdx theo từng phần, ta được một 
công thức đặc biệt cho số z dưới dạng một tích vô hạn. 
Viết hàm sỉnx dưới dạng sin”“'x, sinx và tích phân 


. Tạ Có: 





k4 
=- 2 

sin”xdx = (m—DÌ sin”~3xcos”xdx = 
k 0 


Sh 
|x 


2 
= — (m-—l) sin"xđx -+-(m—]) \ sin”-?xdx, 
h 
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hoặc 


% 
sin®xdx—= ————— sin'""-2 xÌìÌx 
0 


(vì số hạng thứ nhất ở vế phải của (ID) pq triệt tiêu 
khi x=0 và x: Ïh Áp dụng lập lại công thức sau 


cùng này ta được những giá trị sau đây của tích phân, 


(Công thức sẽ khác nhau phụ thuộc vào tính chẵn lẻ 
của m): 











= 2n—I 2n—3 n 1 
2n  2n—2 II. 
Ty vị 2n  2n—2 c t2 
2n-+-Í1 2n—I 3 


Vì Ö < sinx << Í khi 0<x<=› nếu sin?°”l x > 


>sin?"x >sin?"+!x, do đó: l¿ạn_¡ >> lan —> bn+p 


_ ] 
hoặc dan — đan — Ị, 
Ï2„+† l¿,.+q 


Thay vào những bất dẳng thức này các giá trị tích 
phân dã tính dược ta có: 


2n 1 - 1.3.3.5.2. 7... (2n—1)(2n—1)(2n+1)(n+ 1) ` 
2n 2.2.4.4. 6,,, (2n) (2n) 


T 
<—>Ì 
2 > 
213 


http://tieulun.hopto.org 


Cho n —> =, phần giữa của bất đẳng thức dần tới 1 ta 


được biều diễn Uôlix cho 





sau đây: 


2 1.8.3.5.5.7..(2n—l(2n—l(An11. CC 
=— lim GMANE 2 khi n —> se. 
[(2n) !]*2n-+1), 
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